PSI 2023-2024
Lycée Chatelet

Devoir surveillé 3

le mercredi 15 novembre (14h-18h)

Les calculatrices, les téléphones portables et objets connectés (montres...) ne sont pas autorisés.

Exercice

Dans tout I’exercice, n est un entier naturel non nul.

1
Soit ¢ I'application qui & tout polynéme P de R, [X] associe ¢(P) = / P(t) dt.
0

1. Démontrer que B= (1,X — 1, X(X —1),..., X" (X — 1)) est une base de R,,[X].

2. Généralités sur .

(a) Démontrer que ¢ est une forme linéaire sur R, [X].

(b) Déterminer Im(yp) et la dimension du noyau de .

3. On considére alors l’application ¢ qui & tout polynéme P de R,,[X] associe le polynéme @ tel que :
xX
VreR, Qz) —/ P(t)dt.
0

(a) Justifier que I'application 1 est linéaire.
(b) Démontrer que Im(z)) = Vect(X, X2,..., X"*1).
(c) Démontrer que : P € Ker(y) <= ¢(P) € Vect(X(X —1),..., X"(X —1)).
(d) Pour k € [1,n], on pose Ri(X) = (k + 1)X* — kX*~1. Calculer ¢)(Ry).
(e) Donner alors une base de Ker(y).
4. On note H = L(R,[X],R).
(a) Donner la dimension de H.
P®)(0)

(b) Pour k € [0,n], soit ¢, la forme linéaire sur R, [X] qui & tout polynéme P de R, [X] associe x

Pour k, j € [0,n], calculer ,(X7).
(c) En déduire que la famille (o, ..., 1, ) est une base de H.

(d) Déterminer les composantes de ¢ dans cette base.




Probleme 1 (Bases de Lagrange)
Dans ce probléme, on se donne un entier n € N* et on note £ = R,,_1[X] ’ensemble des polynomes a coefficients

réels et de degré inférieur ou égal A n — 1. On note B = (1, X,..., X" 1) la base canonique de F.

On se donne également (ay,...,a,) € R” un n—uplet de réels tels que a1 < az < -+ < ay.
1. Montrer que Iapplication ¢ : P +—— (P (a1),..., P (ay)) est un isomorphisme de F dans R".

2. On note £ = (eq,...,e,) la base canonique de R", et pour tout i € {1,...,n} on pose L; = ¢~ !(e;).
(a) Justifier que B’ = (Ly,..., L,) est une base de E.
(b) Pour 4, j € [1,n], déterminer L;(a;).
(c) Soit P € E, déterminer les coordonnées de P dans la base B'.

Dans toute la suite, on note M = [m; j]; je(1,...n} la matrice de passage de B = (1, X,... , X an.

3. Un premier exemple : dans cette question, on suppose que n = 3 et on pose a; = 0,a3 =1 et a3 = 3.

(a) En utilisant 2(b), déterminer les polynémes Lj, Ly et Ls.

1 0 0
(b) En déduire que M = —% 3 —%
1
3 2 6
(c) Montrer que 1 est valeur propre de M et déterminer son sous-espace propre associé.
a a
(d) Si P(X) =a+bX +cX?=aLi(X)+bLa(X) + ¢'L3(X), donner une relation entre X = [ b |, X' = [ ¥/
@ c

et M.
(e) En déduire tous les polynomes P de Ry[X] tels que P(X) = P(0) + P(1)X + P(3)X?2.

4. On revient au cas général.

(a) On rappelle que M = [m; j]; jeq1,..n} est la matrice de passage de B a B'.
Justifier que M est inversible et déterminer son inverse.

n n
(b) Que valent Z Li(X) et Z a; Li(X)?
i=1 i=1
(c) Pour j € [1,n], appliquer la formule de Taylor en 0 au polynome L;(X). En déduire une expression de m; ; en
fonction des dérivées successives de L;.

n n
(d) Montrer alors que Zml’j = 1 puis, que pour tout i € [2,n], on a me =0.
j=1 J=1

5. Un endomorphisme de R[X].
R[X]| — R"
P +— (P(a1),...,P(an))
(a) Déterminer un polynéme Py de degré n tel que Ker(¢) = {FPy x Q, @ € R[X]}.
(b) Montrer que Ker()) et R,,_1[X] sont supplémentaires dans R[X].
(c) On considere I'endomorphisme f de E = R[X] défini par :

Dans cette partie, on considere ’application linéaire :  : {

n

VPEE, f(P)=) Plai)L;

=1

Démontrer que f est un projecteur et donner ses éléments caractéristiques.



Probléme 2

Dans ce probleme, nous allons étudier la notion d’endomorphisme cyclique dont la définition est donnée ci-dessous.
Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel £ de dimension finie n € N*. On rappelle que pour tout entier p € N*,
on note :

=g, f'=f f=fof, fP=fo---of.
——

p fois

On dit que 'endomorphisme f est cyclique s’il existe un vecteur v € E tel que la famille (v, f),..., f”fl(v)) soit
une base de ’espace vectoriel E.

Ce probleme est composé de quatre parties indépendantes. Les deux premiéres sont consacrées a ’étude de différents
exemples. Dans la troisieme partie, on détermine une condition nécessaire et suffisante pour qu'un endomorphisme
nilpotent soit cyclique. Dans la derniére partie, on détermine une condition nécessaire et suffisante pour qu'un
endomorphisme diagonalisable soit cyclique.

Partie I - Etude d’un premier exemple

Dans cette partie, on considere ’endomorphisme f : R? — R? défini par :

V(z,y) €R?, flz,y) = (4o —2y,2 +y)
Q1. En considérant v = (1,0) € R?, montrer que f est un endomorphisme cyclique de R?.

Q2. Déterminer les valeurs propres de f et donner une base de chaque sous-espace propre de f.

Q3. Existe-t-il un vecteur w € R? non nul tel que la famille (w, f(w)) ne soit pas une base de R??

Partie II - Etude d’un deuxi¢me exemple

Dans cette partie, on considére ’endomorphisme ¢ : R® — R3 dont la matrice dans la base canonique est :

0o -1 1
M= -1 0 -1 | eM3R)
1 -1 0
Q4. Montrer que I'on a la relation g% = g + 21dgs.
Q5. Montrer que la matrice M est diagonalisable et déterminer ses valeurs propres.

Q6. L’endomorphisme g est-il cyclique ?

Partie III - Etude d’un troisieme exemple

Dans cette partie, on fixe un entier n € N\{0,1} et on se donne un espace vectoriel E de dimension n, et ¢ un
endomorphisme de F.

On suppose que ¢ est nilpotent c’est-a-dire qu’il existe un entier k € N tel que ¢* = 0.
On appelle alors indice de nilpotence de ¢ 'unique entier p tel que :

WP =0et P71 £0.

Q7. Justifier qu’il existe g € E tel que P~ (zg) # 0.
Q8. Montrer que la famille (zg, p(x), ..., P~ (z0)) est libre.
Q9. En déduire que I'indice de nilpotence p de ¢ vérifie p < n.

Q10. Démontrer que ¢ est cyclique si et seulement si p = n.



Partie IV - Cas d’un endomorphisme diagonalisable

Dans cette partie, on considére un endomorphisme diagonalisable h d’un C-espace vectoriel £ de dimension finie
n € N*. On souhaite déterminer une condition nécessaire et suffisante sur les valeurs propres de h pour que cet
endomorphisme soit cyclique.

Comme l’endomorphisme h est diagonalisable, il existe une base B = (v1,...,v,) de 'espace vectoriel E composée
de vecteurs propres de h. Pour tout k € [1,n], on note A\ € C la valeur propre associée au vecteur propre vg.

Soit v € E. Comme B est une base de FE, il existe (aq,...,ay) € C" tel que :

V=1V + -+ apvn

Q11. Montrer que pour tout p € N*, on a :

BP(v) = 01 \01 + -+ + o\

Q12. Montrer que le déterminant de la famille F = (v, h(v),..., h”fl(v)) dans la base B est égal a :

detg(F) =a1---an H (Aj — i)

1<i<j<n

Q13. Conclure que h est cyclique si et seulement si il admet n valeurs propres distinctes.



