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Devoir surveillé 2* - Correction

Vérification du travail personnel

1
nin?(n)’
Soit k > 2 un entier. Pour tout ¢ € [k, k + 1], on a

1. Nature de Z

1 L1
(E+1)In®(k4+1) ~ tIn?(t) ~ kln%(k)

Par positivité de 'intégrale, on obtient :

k+1 1 k+1 1 k+1 1
/ . dt < / ———dt < / ——dt.
ko (k+DIn%(k+1) ko tIn?(t) r kIn(k)

k+1
1 1
Ou encore : 5 < 5 —dt < 5
(k+1)In“(k+1) r tIn*(t) k1n“(k)
n
1
Pour n > 2 entier, on note S, = E m En ajoutant les encadrements précédents pour k = 2 a n, on obtient :
n
k=2

1 n+1 1
Spyl — —— < ———dt < 5,.
T 9m2(2) —/2 tn2(t)

En particulier, I'inégalité de gauche donne :
g < 1+/"+11dt1 1 P RS SR
Eom2e) L i) 22(2) (m+Dn(n+1) " 2In(2) T 2m%(2) | 2In(2)’

La suite des sommes partielles (S,,)n>2 est croissante (série a termes positifs) et majorée donc elle converge.

1
C’est la définition de Z 172() converge.
nln®(n

. Nature de Zsin (7r\/ 1+ n2> :

On a le développement asymptotique suivant.
Uy, = sin <7r\/1 + n2) = sin (ﬂn\/l + 1/n2>
. 1 1 1
= sin Wn<1+2n2_8n4+n—>0+oo<n4>>>
. T ™ 1
= sin 7Tn+2n8n3+n—g-oo<n3)>

— (—1)sin [~ - T 1 _ 1y 1
= (Z1)"sin (2n R <n3>> = (b 2 oo (n2>

Par le théoreme des séries alternées (hyp a vérifier), la série Z(—

™
1)"— est convergente.
2n

1
Et puisque ‘un - (—1)”% =% (n?> , par comparaison (hyp a vérifier), la série Z (un - (—1)"%) est abso-

lument convergente
n i n i )
Ainsi, Z Up = Z Uy — (—1) —) + Z(—l) on est la somme de deux séries convergentes, donc elle converge.

1—=z
) K= \/ d
On pose / 1+x T.

L’application = —

n T est continue sur [0, 1], donc l'intégrale K existe bien.
x

On veut poser z = cos(2t) = ¢(t).



1—=z
1+
dx = —2sin(2t)dt. Donc par changement de variable dans une intégrale sur un segment :

- 0 1 — cos(2t) .
Ky = /7r/42m(—281n(2t))dt
_ Msin cos = e [sin(t)] sin(t) cos
-4 H oot = 4 [ oy Sl o
4

w/4
/4 w/
= 4/ sin?(t)dt = 2/ (1 — cos(2t)dt

0 0
L T—x s
Et finalement, apres calculs, | K = / der=-14 —.
0 1 + X 2

La fonction ¢ est de classe C! sur [0,7/4] et la fonction z — est continue [0,1] = ¢([0,7/4]). On a aussi

Exercice
. La fonction ¢ —s e~t*/2 est continue sur [0, +00] donc l'intégrale est impropre en +oc.
De plus )e‘t2/2 =, (J)r (e_t) et t — et est intégrable sur [0, +oo[. Par comparaison, t — e~t/2 Test aussi et
—+00
donc :

+00
1= / e P2t = \/i converge.
0

+oo
. Etude de f:x € [0,—|—oo[r—>/ e 24t

+oc0 T T
(a) Par la relation de Chasles, on a f(z) = / e *12qt —/ e P2t = f(0) —/ e /24t
0 0 0
—_——

constante
Or, la fonction t — e~t"/2 est continue sur R donc, par le théoreme fondamental de ’analyse, ’application

xX
F:z— / e /24t est sa primitive qui s’annule en 0.
0
Ainsi F est dérivable sur R et pour tout = € R, F'(z) = e~**/2. Par suite :

La fonction f est dérivable sur R et f/(z) = —F'(z) = —e~*"/2,

T +oo
(b) Par définition d’un intégrale convergente, on a lim e *12at = / e 2qt = £(0).
0 0

T—+00

Par conséquent, | lim f(z)= f(0) — f(0) =0.

T—r+00

D’autre part, la fonction ¢ — e /2 est paire, donc on a ’égalité

f(x) = £(0) - /OI e~/2dt = f(0) +/0

x —+00
e 2t — f(0)+/ e~ *12dt = 2£(0).
0

T——00

On a donc, $li}1}100 f(x) =2£(0) = V2r.

T —00 0 +0oo
n ; 7@ -
On a f(0) = /0 e PRt = \/g o

et f/(0) = —e 0= —1. f 2




(d) On obtient le graphe de f suivant.

sl

+oo
3. Nature et calcul de / f(z)dz.
0

(a) Soit z > 0et X € [x,400[. On a

/Xte_tQ/th = [—e‘tQ/Q}X

+o0 +oo
Ainsi, | Pour tout z > 0, I'intégrale / te /24t est convergente et / te V2t = = 77/2,
X

T

(b) Soit # > 0. Pour tout t € [z,4+00] on a 0 < ze /2 < temt/2 et par positivité de lintégrale, on obtient
+00 +oo
0< IL‘/ e_tQ/th < / te_tQ/th.
x X

Ve >0, 0<uzf(x)< e/,

(c) La fonction f est de classe C! sur R, on peut donc effectuer une intégration par parties.

0

’ f(z)dx = [xf(x)]j - /OA zf'(z)dz.
A

A
On a bien / f(z)dz = Af(A) +/ ze 2 dy.
0 0

(d) En utilisant le théoréme des gendarmes dans ’encadrement obtenu en question 3(b), on obtient AliIJrrl Af(A) =0.
—+400

+oo
. 7 —_ 2
D’autre part, on a vu que 'intégrale / ze " 2dy converge donc
0

A 2 +oo 2
lim e 2dy = re ¥ 2dy = e 0 =1.

+oo +o0
Finalement, | L’intégrale / f(x)dx converge et / f(z)dx = 1.
0 0




Probléeme 1

I - Question de cours : voir cours.

II - Existence :

it?
1. La fonction ¢t — 2 dt est continue sur |0, +o00].
e en 0 : On peut revenir aux parties réelles et imaginaires (ou aussi travailler directement avec la fonction complexe).
On a: ”
e —1  cos(t?) —1  sin(t?)
) = ) +1 PR
t eit’ — 1
Or cos(t?) —1 ~ — et sin(t?) ~ t2. On obtient donc : lim =0+i=i=1"(
t—0 2 , t—0 t—0  t2
it? _
La fonction t —— —a est prolongeable par continuité en 0 et donc elle est intégrable sur |0, 1].
e en +oo : Par inégalité triangulaire, on a :
Vi € R, éﬁ—q§<ﬂ2+1:2:Af
it 9
Et donc i < 2 et t — 2 est intégrable sur [2, +00[ (Riemann avec o = 2 > 1) donc par comparaisons,
e”2 -1
t— 2 dt Dest aussi.

,L't2 42

_ “+o0o ezt -1
dt est intégrable sur |0, +oo[ et | L’intégrale I = / Tdt converge.
0

Finalement, t — o)

2. L’application ¢ — e est continue sur [0, +00[. On pose :

u(t) = e’ — 1 W (t) = 2itett”
1 1
v(t) = —— V() = =
()= ()=
Les fonctions u et v sont de classe C! sur |0, +oo[ et on a :
eit2 .
o u(t)v(t) = — — 0 (le numérateur est borné)
t t—+o0o
et 1 et 1
o u(t)v(t) = — = X t " 0 (en utilisant la limite de la question 1).
—
+oo eit2 1 +oo .
Puisque l'intégrale I = / 2 dt converge, par intégration par parties, I'intégrale / 2ie't” dt converge aussi,
0

0
ainsi F est convergente. Et on a :

+oo eit2 -1 eit2 -1
——dt= |-
0 t t

+oo it? _ 1 too
L’intégrale E converge et / dt = 2i/ e dt.
0 0

+o0 +o0 i
+/ 2iet dt
0

0

t2

3. On a, pour tout ¢ €]0, +-00[, e’ = cos(t2) 4 isin(t2).
+oo
Or / e dt converge, par suite
0

‘ les intégrales de Fresnel C' et S convergent.

4



e—x2 (t2+i)

2 +1

+oo
III - Calcul a I’aide d’une fonction auxiliaire : On pose F(z) = / ——dt.
0

1. Continuité.

(a)

Soient x € R et ¢ € [0, 4+00[, on a

efxz(t2+i) 67x2t2 efx2t2
2+i | 2+ VI
Par propriétés de ’exponentielle, on trouve facilement :
e—x2(t2+i) 1
Pour tout x € R et pour tout t € [0, +o0|, on a — | < .
Or, la fonction ¢ — t conti [0~|—[t1—01P ison 2
r, la fonction N est continue sur [0, 4o00]| e Jin o del2) ar comparaison a une

e~ (t*+1)
— ’est aussi. Par suite,

intégrale de Riemann, elle est intégrable sur [0, 4+o00[ et donc ¢ — o
i

‘ La fonction F' est définie sur R. ‘

Montrons sa continuité. On définit

R x [0,400] — C
b e~z (t7+1)

e Pour tout t € [0, +oo[, application & — h(x,t) est continue sur R.

e Pour tout z € R, application ¢t — h(x,t) est continue (par morceaux) sur [0, +o00o[ et on a vu qu’elle y était
intégrable.

e Hypothese de domination :
e—x2(t2+i) 1

< =
TVttt

Vo e R, Vt € [0, +o0], |h(z,t)| = ' o(t),

t2 44

et t — @(t) est continue et intégrable sur [0, +ool.

D’apres le théoreme de continuité sous le signe intégrale, on obtient ‘ La fonction F' est continue sur R.

2. Dérivabilité.

(a)

Résultat admis en DS. On conserve les notations de la question précedente.

e Pour tout t € [0, +oo[, 'application o — h(z,t) est de classe C! sur |0, +oo[ et on a :
oh

5 (@) = —2ge (PH),

e Pour tout = €]0, +oo[, application ¢t — h(z,t) est continue (par morceaux) et intégrable sur [0, +oo] (déja
vu).

oh
e Pour tout x € R, l'application ¢ —— 8—(x,t) est continue (par morceaux) sur [0,4o00[. L’hypothese de
x

domination ci-dessus justifiera son intégrabilité sur [0, +oo].

e Hypothese de domination restreinte : Soit [a, b] C]0, +00].

h .
Vz € [a,b], Vt € [0, 400, ’g(m,t)' = ‘—2$e*x2(t2+z) < Qb€*a2t2 = (1),
by
et t — 1)(t) est continue et intégrable sur [0, 400 (car ¥ (t) = t_)(J)r (e7t)).

D’apres le théoreme de dérivation sous le signe intégrale, on obtient que F' est de classe C! sur tout segment de
[a,b] C]O, 4o0].



Elle 'est donc sur |0, +o00[ et

Vo >0, F'(x)

+ +
—23:/ - e~ P+ gy — _9ge—ia? / - e~ gt
0 0

On pose u = zt (affine) dans l'intégrale précédente :

—+o00 2.9 —+oco
x/ emtdt:/ e
0 0

On a donc bien | Vx €]0, +oc[, on a F'(z) = —\/Ee_mQ.

—u? = \27?

Par inégalité triangulaire, puis positivité de I'intégrale (toutes les intégrales convergent), on a :

67:1:2 (t2 +1i)

t2 44

Fos [

+oo _—x
dt < / ¢
0

——dt =
[t2 + |

242

On a bien | pour tout > 0, on a |F(z)| < —

N3

- 2

Puis, par le théoreme d’encadrement :

1
L licati t— —— et t —>
es applications T e

lim F(z)=0.

r——+00

1+t

2

comparaison a une intégrale de Riemann :

242

+oo e~ 7
[~ e
0 tt+1 0

sont continues sur [0, +oo[ et sont dominées par

+o00
les deux intégrales I = /
0

dt
14 ¢4

+oo 2
et J = /0 mdt convergent.

2

+oo
242 —xt /T
e T = £
2z

en +oo. Par

1
On veut poser t = — = p(u). La fonction ¢ est de classe C! et strictement décroissante sur ]0, 4+o0].

Par changement de variable dans une intégrale impropre convergente, on on obtient :

I_/—I—oo dt _ /O 1
Jo T ttu=e e T+ (1/u)?

On admet que I = S

2v/2

t2 44

—+o00 1 “+00 t2 s
On a F(0) = / dt = / " T4t = J —il. Et donc
0 0

La fonction F' est continue sur R, dérivable sur ]0, +oo[ (et sur | — oo, 0] par parité) et

tt+1

dj _/+oo U
U2 o 0 1+U4

F(O):(l—z‘)/o

lim F'(z) m(—/me ") = —/x.

=1
z—0 x—0

Ainsi, F est de classe C! sur R et F'(0) = —/7. On a en particulier

/z F'(t)dt = —\/7?/36 e dt = F(z) — F(0) = F(z) — (1 —4)
0 0

Quand x — 400, on trouve

+00 =
—\/%/ e " dt = —F(0)
0

Et en conjuguant ’égalité, on obtient :

En prenant la partie réelle et la partie imaginaire, on trouve :

NG

E=(1+i)27§.

+o0 +oo
/ cos(t?)dt = / sin(t?)dt = ﬁ
0 0

22




IIT - Semi-convergence de S = / sin(t?)dt :

1.

Soit A > 0. On considére 'application ¢ définie par p(u) = /u.
e t — |sin(t?)| est continue sur le segment [0, v/A] donc elle est intégrable sur ]0, v/AJ.
e L’application ¢ est bijective de |0, A] sur ]0,/A] et elle est de classe C'.

Par conséquent, I'application u — |sin(y(u)?)|¢’(u) est intégrable sur |0, A] et on a

VA A
/ | sin(t?)|dt :/
0 0

S;i;? ’ dt.

. Soit n € N*. Par la relation de Chasles, on a 1’égalité suivante.

n

1 (k+D)m
> ).

k=0

sin(t)

2Vt

sin(t)

2Vt

it

K2

/mr
0

Dans l'intégrale d’indice k € {1,...,n— 1}, on effectue le changement de variable ¢ = u+ k7 ('intégrale est impropre
pour k£ = 0 mais elle converge d’apres 1.). On obtient :

/(’”‘1)7r sin(t) ‘ 5t /7r | sin(u + l{:7r)|d /” sin(u)
= —_— AU = —alu
- 2/t 0o 2Vu-+krw 0o 2Vu+km
En reportant dans la somme précedente, on trouve /
0

Sln

sin(u
dt =
‘ Z /0 2vVu + k'7r

sin(u) - sin(u)

2Vu+kr T 2w+ kn

Soit k € N*. Pour tout € [0, 7], on a

Par positivité de I'intégral btient /W sin(w) g, > [ _sin( L [ cos(u)]!
ar positivité de 'intégrale, on obtien ————du > u= —cos(u)]y -
P 5 0 2Vu+km 0 2v/(k+1)m 2/ (k+ 1) 0

T sin(u) 1

On a donc démontré que | pour tout k& € N*, on a / u > .

d P 0o 2Vu -+ krw Vk+ 1w

X
Si l'intégrale S = / sin(t%)dt était absolument convergente, on aurait Xlim |sin(t?)|dt = L et donc
Vv nm vy 4
lim |sin(¢2)|dt = lim sin(?) ‘ dt =L € R.
n—+oo /g n—+oo Jq 2\/>

sm

+00. En effet, la série diverge par comparaison a une série de Riemann

Mais /
0

divergente et ses sommes partlelles sont croissantes donc elles divergent vers +o00. Ce qui est contradictoire. Ainsi

-1
Z =
P k+17rn~>+oo

L’intégrale S = / sin(t?)dt n’est pas absolument convergente.




Probléme 2
a partir de ESA MP 2018 maths 1

a partir d’un corrigé de C. Devulder

1. En utilisant le développemnt limité a 'ordre 2 de In(1 + ) en 0, on trouve :

1 " 1

Up ~ ——s e Up o~ @ —.

"notoo  2n2 " n—too 2n2
Les théoremes de comparaison permettent de conclure.

2. Onav; —up = —1In(2) et

1 1 n—+1 n—1
VYn>2 v, —tU,=—Inl+—-)—-In(l—-)=-1 —1
P22 =ty =~ (14 ) —In(1 = ) = — (") — ("

)=—In(n+1)+2In(n) —In(n — 1)

On en déduit que
N

N N N
D (up—vp)=-I(2) =Y In(n+1)+2> In(n) = In(n—1)
n=2 n=2 n=2

n=1

Les termes se simplifient et on trouve

N
(U, —vp) =In(N) —In(N + 1)

n=1

3. Par concavité de la fonction In sur R**, on a (courbe en dessous de sa tangente en 1)

Ve>—1, In(l+z) <z
N
En appliquant ceci pour n > 2 & —1/n, on obtient Vn > 2, u,, < 0 et donc la suite ( Y uy,)nyen+ est décroissante.
n=1

N
De méme, en appliquant l'inégalité précédente a 1/n, on obtient VYn > 1, v, > 0 et donc la suite ( Y v,)nen+ est
n=1

croissante.

Enfin, avec la question précédente, la différence vaut —In(1+ 1/N) et est de limite nulle quand N — +oc0. Ainsi :

N N
(Z vn> et (Z un) sont adjacentes
NeNn= NeN*

n=1 n=1

Et par conséquent, elles convergent (on le savait...) vers une méme limite (on ne le savait pas...). Ceci s’écrit :

—+o00 —+oco
D Vn=D un
n=1 n=1

4. En particulier, par propriété des suites adjacentes

Pour k =1, on trouve v > 1 —1In(2) > 0 et pour k =2, v <1+ ug < 1.

v €]0,1]



1 . . .
5. z +— — est décroissante sur R™*. Une comparaison série intégrale donne alors

T

ntl g "k odt ™ dt
w2 | _Z/klt_gkgz/kﬂf:/lt

On en déduit que

In(n+1) —In(2) < hy, — 1 <lIn(n)

et comme 1 —In(2) >0,

‘Vn>2 In(n+1) < h, §1+ln(n)‘

On vérifie que I'encadrement reste vraisin =1 (In(2) <1 <1).

6. On calcule

1 1
1+1D(1— 1):un+1§0

1
il — fo= —— —1 1) + In(n) =
futt = fu = =g ~Inn+ 1) +In(n) = — —

‘ (fn)nen+ est croissante. ‘

7. On reprend l'identité ci-dessus et on somme :

N-1 N N
IN=1=fN == unf1 = Un—ur =Y upy—1
n=1 n=1 n=1

‘ (fn)nen+ est convergente et de limite 'y‘

8. (a) Fonction décroissante, asymptote verticale en 0 et horizontale (x = 0) en +oc.

(b) Comme r > 1, la fonction est intégrable au Voisinage de 4o00. Etant continue sur [a,+oo[ (car a > 0),

()

l'intégrale existe. Une primitive de la fonction est z — 1= =, on a
1—r
a
I(a) =
(a) r—1

i. On applique la définition de limite avec € = ¢ — a > 0 ce qui donne un rang n;.

il.

iil.

On applique la définition de limite avec € = b — ¢ > 0 ce qui donne un rang ns.
On choisit N = max(ny,n2) et on a pour n > N [n"(wp41 —wy) —£] < l—a ET |n" (wp41—wp)—¥€| < b—L.
Ainsi

‘V0<a<€<b, dN/ ¥n > N, agnr(wn_i_l—wn)gb‘

x + 1/2" étant décroissante sur RT* on peut derechef effectuer une comparaison série-intégrale pour

obtenir
n+1 dt n
Vn > N, E
n / tr - kr —/ 1 tr

Avec la question précédente (en divisant par n” > 0 et comme la multiplication par a ou b ne change pas
le sens des inégalités)
ntl gt nodt
a < Wgy1 — wg) < b / -
/N tr kz]:\f N-1 l"

et finalement,

ntl g nodt
a/ — < Wpy1 —WN < b/ —
Nt N-1 T

On a donc, en faisant tendre n vers 400,

al(N) < —wny < bI(N —1)

ou encore ‘ —bI(N —1) <wy < —aI(N)‘




iv. Soit € > 0. On utilise ce qui précede avec a = £ — ¢ et b = £ + €. Ceci nous donne un rang N. Tout rang
plus grand que N convient aussi et

Vn>N, —(l+e)l(n—1) <w, <—(—¢)l(n)

On multiplie par n" = > 0 ce qui donne

r—1
Vn >N, —(0+e)I(n—1)(n—1)""" < n 1> <wpn < —(0—e)I(n)n" !
n [e—
Le majorant tend vers —(¢ — a) 7 et est plus petit que ”25 pour n assez grand.
Le majorant tend vers —(¢ + 5) 7 et est plus grand que _fil pour n assez grand.

Il existe donc un rang ng tel que

Vi > 14 2e < r—1 . 14 . 2e
n n —_—— — Wy N —
R R

Par définition des limites,

. _ 14
lim n" tw, = —
n—+00 r—1

v. | Dans le cas ou £ = 0, on peut reprendre la preuve ‘

On travaille avec € > 0 et on trouve un rang a partir duquel
—e <n"(wpy1 —wp) < e

On somme mais on obtient cette fois
/ moodt < < / noodt
—& — S Wp41 —WN S € —
N1 t" N—1 T

—eIl(N —1) <wy <el(N—-1)

et donc

On conclut alors encore que n"~tw, — 0.

9. Posons w,, =y — f,, (& partir du rang 1). On a alors w, — 0 (question 11) et (questions 10 et 3)

1

Wnp+1 — Wp = fn - fn+1 = —Up41 ~~ W

Ainsi, n2(wn+1 — W) — % La question 12 donne alors nw,, — —% et donc w, ~ —%. On a alors

Z () + 7+ — +o( L)
ko 2n n

10



