PSI 2023-2024
Lycée Chatelet

Devoir surveillé 2*

le mercredi 4 octobre (14h-18h)

Les calculatrices, les téléphones portables et objets connectés (montres...) ne sont pas autorisés.

Vérification du travail de préparation

L
nln?(n)’

2. Déterminer la nature de Z sin (71’\/ 1+ n2> )

1
1—
3. Justifier 'existence de K = / 1/ T % dz et calculer K & Daide du changement de variable x = cos(2t).
0 €T

1. Déterminer la nature de Z

Exercice 1

too too s
1. Démontrer la convergence de I = / e */2dt. On admet I’égalité I = / e 1Pdt = | =.

+0o 0 0 2
2. Etudede f:z € R+— / e /24t
T

(a) Montrer que f est dérivable sur R et exprimer sa dérivée.

(b) Déterminer xll)grrloo f(zx) et Ill)IElOO f(x).

(c) Dresser le tableau des variations de f. On précisera les valeurs de f(0) et f/(0).
(d) Tracer le graphe de f.

—+00
3. Nature et calcul de / f(z)dx.
0
o0 5
(a) Montrer que, pour tout = > 0, l'intégrale / te V/2dt est convergente et calculer sa valeur.
x

(b) En déduire que, pour tout z >0, on a 0 < zf(z) < e */2.

A A
(¢c) Démontrer que pour tout A > 0 on a I’égalité / f(x)dxe = Af(A) + / ze %24z,
0 0

+oo
(d) En déduire la convergence et la valeur de / f(z)dz.
0



Probleme 1 (Intégrales de Fresnel)

Dans ce probleme, on se propose d’étudier les intégrales suivantes.

+00 “+oo +oco 5
C :/ cos(t%)dt, S = / sin(t?)dt et F :/ e dt
0 0

On rappelle la valeur de l'intégrale de Gauss / Pt = \27?

0
I - Question de cours : Enoncer le théoreme de continuité sous le signe intégrale.
II - Existence :

+oo el 1
1. Démontrer la convergence de l'intégrale I = / Tdt.
0

2. A laide d’une intégration par parties, démontrer que 'intégrale I/ converge et que

too Git* _q +oo
/ ¢ dt = 22’/ ett” dt.
$+2
0 0

3. En déduire 'existence des intégrales de Fresnel C et S.

+oo e—xQ(tQ—H)
ITI - Calcul a I’aide d’une fonction auxiliaire : On pose F(x) = / T—&-'dt'
0 1
1. Continuité.
e~ 22 (£%+10) 1

(a) Démontrer que pour tout = € R et pour tout ¢ € [0,+00], on a

< .
24+7 |7 V14t
(b) Démontrer alors que la fonction F' est définie et continue sur R.
2. Dérivabilité.

(a) Question supprimée. On admettra dans la suite que F' est de classe C* sur ]0, +o0[ et que :
e 20424 5
Ve >0, Fl(z)= —Qm/ e~ gy,
0

(b) En déduire que pour tout x €]0, +oc[, on a F'(x) = —y/me """,
3. (a) Démontrer que pour tout > 0, on a |F(x)| < ﬁ
x

En déduire la valeur de lim F(x).
T—+00

(b) Démontrer que les deux intégrales suivantes convergent et qu’elles sont égales.
7
On admet que [ = ——.

+o0o dt +oo t2
I= / et J= / .
0 1+t o 1+t
2v/2

+00
(c) Justifier que F(0) = (1 —1) / 1?754' En déduire la valeur de E, puis que
0

+o0 ) _ +o00 i ) B ﬁ
/0 cos(t*)dt —/0 (t7)dt = Wi

IV - Semi-convergence de S = / sin(t%)dt

A sin(t)

2i

VA
1. Soit A > 0. Démontrer que / | sin(t?)|dt = / dt.
0 0

sm

2. Soit n € N*. Démontrer que /
0

sin(u
dt =
’ Z /0 2v/u + k7r



sin(u) 1
atkr S JhE D

+oo
4. Déduire des questions précédentes que l'intégrale S = / sin(t2)dt n’est pas absolument convergente.
0

s
3. Démontrer que pour tout £ € N*, on a /
0

Probleme 2

Pour tout entier naturel n dans N*, on note

3

hy, =
k=1

, fn="hy—In(n)

T =

On considere les suites (u,)nen+ €t (vn)nen+ définies par :

1 1 1 1
(u1:1 et Vn > 2, un:—i—ln(l—)) et (VnZl vn:—<ln(1—|—>)
n n n n

1. Etudier la nature des séries g Uy, et E Up, -
n>1 n>1

2. Soit N un entier naturel supérieur ou égal a 3. Expliciter la somme ) (v, — uy) en fonction de N.
n=1

N N
3. Démontrer que les suites (Z vn> et (Z un> sont adjacentes.
NeN* NeN~

n=1 n=1

400 400
En déduire que > v, = > up.
n=1

n=1

Dans la suite de ’exercice, on note v la somme des séries g v, et g (T
n>1 n>1

4. Démontrer que 7 est dans l'intervalle 0, 1[.
5. Soit n un entier naturel non nul. Démontrer que :
In(n+1) < h, <1+ In(n)
6. Justifier que la suite (f,)nen+ est décroissante.
7. Démontrer que la suite (fy,)nen+ est convergente et de limite ~.
n
Indication : exprimer les sommes partielles Y ug en fonction des termes de la suite (fy,)nen-.
k=1
8. Soit r un entier naturel > 1.

(a) Dessiner le graphe de la fonction (x +— 1/2") sur R**.
(b) Soit a un nombre réel > 0. Exprimer en fonction de a et r :

oo dt

(c) Soit (wp)nen une suite de nombres réels qui converge vers 0.
On suppose que la suite (n"(wp+1 — Wy ) )nen est convergente vers une limite ¢ telle que £ > 0.

i.  Soient a,b dans R™ tels que 0 < a < £ < b. Justifier 'existence d'un entier naturel N supérieur ou égal
a 2 tel que pour tout entier naturel n > N, on ait les inégalités :

a <n"(Wpt1 —wy) <Db

ii. Démontrer que pour tout entier naturel n supérieur ou égal a N :

ntL gt nodt
a — <w +1—wN§b/ —
/N tr " N-1t"



ili. En déduire 'encadrement :
—bI(N — 1) <wy < —al(N)

ou I a été défini dans la question 8(b).
iv.  Démontrer que la suite (nr_lwn)neN est convergente et expliciter en fonction de £ et r sa limite.

9. Démontrer qu’il existe un nombre réel a que l'on explicitera tel que :

"1 1
VnEN*,Zgzln(n)+’y+%+ o (—)

n—4+oo n
k=1

Indication : on pourra appliquer les résultats de la question 8 & w, = v — f, pour n € N*.




