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1. Nature de
∑ 1

n ln(n)
: c’est un (E1) de colle.

Soit k ≥ 2 un entier. Pour tout t ∈ [k, k + 1], on a
1

(k + 1) ln(k + 1)
≤ 1

t ln(t)
≤ 1

k ln(k)
.

Par positivité de l’intégrale, on obtient :∫ k+1

k

1

(k + 1) ln(k + 1)
dt ≤

∫ k+1

k

1

t ln(t)
dt ≤

∫ k+1

k

1

k ln(k)
dt.

Ou encore :
1

(k + 1) ln(k + 1)
≤
∫ k+1

k

1

t ln(t)
dt ≤ 1

k ln(k)
.

Pour n ≥ 2 entier, on note Sn =
n∑
k=2

1

k ln(k)
. En ajoutant les encadrements précédents pour k = 1 à n, on obtient :

Sn+1 −
1

2 ln(2)
≤
∫ n+1

2

1

t ln(t)
dt ≤ Sn.

En particulier, l’inégalité de droite donne
[

ln | ln(t)|
]n+1

2
= ln(ln(n+ 1))− ln(ln(2)) ≤ Sn.

Par minoration, lim
n→+∞

Sn = +∞ et donc
∑ 1

n ln(n)
diverge.

2. Nature de
∑

sin
(
π
√

1 + n2
)

: on a le développement asymptotique suivant.

un = sin
(
π
√

1 + n2
)

= sin
(
πn
√

1 + 1/n2
)

= sin

(
πn

(
1 +

1

2n2
− 1

8n4
+ o
n→+∞

(
1

n4

)))
= sin

(
πn+

π

2n
− π

8n3
+ o
n→+∞

(
1

n3

))
= (−1)n sin

(
π

2n
− π

8n3
+ o
n→+∞

(
1

n3

))
= (−1)n

π

2n
+ o
n→+∞

(
1

n2

)
Par le théorème des séries alternées (hyp à vérifier), la série

∑
(−1)n

π

2n
est convergente.

Et puisque
∣∣∣un − (−1)n

π

2n

∣∣∣ = o
n→+∞

(
1

n2

)
, par comparaison (hyp à vérifier), la série

∑(
un − (−1)n

π

2n

)
est abso-

lument convergente.

Ainsi,
∑

un =
∑(

un − (−1)n
π

2n

)
+
∑

(−1)n
π

2n
est la somme de deux séries convergentes, donc

∑
un converge.

3. On pose K =

∫ 1

0

√
1− x
1 + x

dx. L’application x 7−→
√

1− x
1 + x

est continue sur [0, 1], donc l’intégrale K existe bien.

On veut poser x = cos(2t) = ϕ(t).

La fonction ϕ est de classe C1 sur [0, π/4] et la fonction x 7−→
√

1− x
1 + x

est continue [0, 1] = ϕ([0, π/4]). On a aussi

dx = −2 sin(2t)dt.
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Donc par changement de variable dans une intégrale sur un segment :

K =

∫ 0

π/4
2

√
1− cos(2t)

1 + cos(2t)
(−2 sin(2t))dt = 4

∫ π/4

0

√
2 sin2(t)

2 cos2(t)
sin(t) cos(t)dt

= 4

∫ π/4

0

| sin(t)|
| cos(t)|

sin(t) cos(t)dt = 4

∫ π/4

0
sin2(t)dt = 2

∫ π/4

0
(1− cos(2t)dt

Et finalement, après calculs, K =

∫ 1

0

√
1− x
1 + x

dx = −1 +
π

2
.

Exercice

1. La fonction t 7−→ e−t
2/2 est continue sur [0,+∞[ donc l’intégrale est impropre en +∞.

De plus
∣∣∣e−t2/2∣∣∣ = o

t→+∞

(
e−t
)

et t 7−→ e−t est intégrable sur [0,+∞[. Par comparaison, t 7−→ e−t
2/2 l’est aussi et

donc :

I =

∫ +∞

0
e−t

2/2dt =

√
π

2
converge.

2. Etude de f : x ∈ [0,+∞[ 7−→
∫ +∞

x
e−t

2/2dt.

(a) Par la relation de Chasles, on a f(x) =

∫ +∞

0
e−t

2/2dt︸ ︷︷ ︸
constante

−
∫ x

0
e−t

2/2dt = f(0)−
∫ x

0
e−t

2/2dt.

Or, la fonction t 7−→ e−t
2/2 est continue sur R donc, par le théorème fondamental de l’analyse, l’application

F : x 7−→
∫ x

0
e−t

2/2dt est sa primitive qui s’annule en 0.

Ainsi F est dérivable sur R et pour tout x ∈ R, F ′(x) = e−x
2/2. Par suite :

La fonction f est dérivable sur R et f ′(x) = −F ′(x) = −e−x2/2.

(b) Par définition d’un intégrale convergente, on a lim
x→+∞

∫ x

0
e−t

2/2dt =

∫ +∞

0
e−t

2/2dt = f(0).

Par conséquent, lim
x→+∞

f(x) = f(0)− f(0) = 0.

D’autre part, la fonction t 7−→ e−t
2/2 est paire, donc on a l’égalité

f(x) = f(0)−
∫ x

0
e−t

2/2dt = f(0) +

∫ −x
0

e−t
2/2dt −→

x→−∞
f(0) +

∫ +∞

0
e−t

2/2dt = 2f(0).

On a donc, lim
x→−∞

f(x) = 2f(0) =
√

2π.

(c)

On a f(0) =

∫ +∞

0
e−t

2/2dt =

√
π

2

et f ′(0) = −e−0 = −1.

x −∞ 0 +∞
f ′(x) −

√
2π H

HHjf

√
π

2
HHHj 0
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(d) On obtient le graphe de f suivant.

3. Nature et calcul de

∫ +∞

0
f(x)dx.

(a) Soit x ≥ 0 et X ∈ [x,+∞[. On a∫ X

x
te−t

2/2dt =
[
− e−t2/2

]X
x

= e−x
2/2 − e−X2/2 −→

X→+∞
e−x

2/2.

Ainsi, Pour tout x ≥ 0, l’intégrale

∫ +∞

x
te−t

2/2dt est convergente et

∫ +∞

x
te−t

2/2dt = e−x
2/2.

(b) Soit x ≥ 0. Pour tout t ∈ [x,+∞[ on a 0 ≤ xe−t
2/2 ≤ te−t

2/2 et par positivité de l’intégrale, on obtient

0 ≤ x
∫ +∞

x
e−t

2/2dt ≤
∫ +∞

x
te−t

2/2dt.

∀x ≥ 0, 0 ≤ xf(x) ≤ e−x2/2.

(c) La fonction f est de classe C1 sur R, on peut donc effectuer une intégration par parties.∫ A

0
f(x)dx =

[
xf(x)

]A
0
−
∫ A

0
xf ′(x)dx.

On a bien

∫ A

0
f(x)dx = Af(A) +

∫ A

0
xe−x

2/2dx.

(d) En utilisant le théorème des gendarmes dans l’encadrement obtenu en question 3(b), on obtient lim
A→+∞

Af(A) = 0.

D’autre part, on a vu que l’intégrale

∫ +∞

0
xe−x

2/2dx converge donc

lim
A→+∞

∫ A

0
xe−x

2/2dx =

∫ +∞

0
xe−x

2/2dx = e−0 = 1.

Finalement, L’intégrale

∫ +∞

0
f(x)dx converge et

∫ +∞

0
f(x)dx = 1.
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Problème 1

1. Exemple 1 : Pour n ≥ 0, on pose an = λn avec λ ∈ R.

(a) La série
∑

an est une série géométrique de raison λ. Ainsi∑
an converge ⇐⇒ |λ| < 1.

(b) On suppose que |λ| < 1.

On a rn =
+∞∑

k=n+1

λk = λn+1
+∞∑
k=0

λk. On a donc rn =
λn+1

1− λ
.

Ainsi, la série
∑
rn est encore une série géométrique de raison λ et comme |λ| < 1, on a :∑

rn converge.

De plus

+∞∑
n=0

rn =

+∞∑
n=0

λn+1

1− λ
=

λ

1− λ

+∞∑
n=0

λn. Ainsi

+∞∑
n=0

rn =
λ

(1− λ)2
.

2. Exemple 2 : Pour n ≥ 1, on pose an =
1

n2
.

(a) Soit k ∈ N∗. Pour tout t ∈ [k, k + 1], on a
1

(k + 1)2
≤ 1

t2
≤ 1

k2
.

Et par positivité de l’intégrale, on obtient

∫ k+1

k

1

(k + 1)2
dt ≤

∫ k+1

k

dt

t2
≤
∫ k+1

k

1

k2
dt.

Et donc, on a donc ∀k ∈ N∗,
1

(k + 1)2
≤
∫ k+1

k

dt

t2
≤ 1

k2
.

On ajoute ces encadrements pour k ∈ {n+ 1, . . . , N}.

Par la relation de Chasles,

N∑
k=n+1

∫ k+1

k

dt

t2
=

∫ N+1

n+1

dt

t2
et donc :

∀n ∈ N∗, ∀N ≥ n+ 1

N∑
k=n+1

1

(k + 1)2
≤
∫ N+1

n+1

1

t2
dt ≤

N∑
k=n+1

1

k2
.

(b) On a

∫ N+1

n+1

1

t2
dt =

[
− 1

t

]N+1

n+1
=

1

n+ 1
− 1

N + 1
−→

N→+∞

1

n+ 1
.

Ainsi, tous les membres de l’encadrement précédents admettent une limite quand N tend vers +∞. En passant
à la limite, on obtient

rn −
1

(n+ 1)2
≤ 1

n+ 1
≤ rn.

Ainsi, ∀n ∈ N∗,
1

n+ 1
≤ rn ≤

1

n+ 1
+

1

(n+ 1)2
.

(c) On multiplie l’encadrement précédent par n+ 1 : 1 ≤ (n+ 1)rn ≤ 1 +
1

n+ 1
.

Le théorème des gendarmes donne facilement lim
n→+∞

(n+ 1)rn = 1 et donc rn ∼
n→+∞

1

n+ 1
∼

n→+∞

1

n
.

Or, la série harmonique
∑ 1

n
diverge, donc par les théorèmes de comparaison pour les séries à termes positifs,

on peut conclure que :

La série
∑
rn diverge.
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3. Exemple 3 : On suppose que an ≥ 0.

(a) Rédaction 1 : On a pour tout k ∈ N ak = rk−1 − rk.
Et donc :

n∑
k=1

kak =
n∑
k=1

k(rk−1 − rk) =
n∑
k=1

krk−1 −
n∑
k=1

krk =
n−1∑
k=0

(k + 1)rk −
n∑
k=0

krk

=

n−1∑
k=0

(
(k + 1)− k

)
rk − nrn =

n−1∑
k=0

rk − nrn

Rédaction 2 : On a

n−1∑
k=0

rk − nrn =

n−1∑
k=0

rk −
n−1∑
k=0

rn =

n−1∑
k=0

(rk − rn) =

n−1∑
k=0

n∑
j=k+1

aj .

On échange les indices de sommation.

n−1∑
k=0

rk − nrn =
n∑
j=1

j−1∑
k=0

aj =
n∑
j=1

aj

j−1∑
k=0

1 =
n∑
j=1

jaj ,

Ce qu’on voulait.

Rédaction 3 : On pouvait aussi répondre de la manière suivante.

r0 = a1 + a2 + · · · + an + an+1 + · · ·
r1 = a2 + · · · + an + an+1 + · · ·
...

...
. . .

...
...

...
...

. . .
...

...⊕
rn−1 = an + an+1 + · · ·

n−1∑
k=0

rk = 1.a1 + 2.a2 + · · · + n.an + n.rn

Rédaction 4 : On pouvait aussi le démontrer par récurrence, en utilisant an+1 = rn − rn+1.

D’une manière ou d’une autre, on a bien démontré ∀n ∈ N∗,
n∑
k=1

kak =

n−1∑
k=0

rk − nrn.

(b) Si
∑
rn converge, alors la suite de ses sommes partielles est convergente donc bornée :

∃M > 0, ∀n ∈ N∗, 0 ≤
n−1∑
k=0

rk ≤M.

Ainsi

n∑
k=1

kak =

n−1∑
k=0

rk − nrn ≤M − nrn︸︷︷︸
≥0

≤M.

Par conséquent, la suite

(
n∑
k=1

kak

)
n∈N∗

est croissante (car kak ≥ 0) et majorée, donc elle converge.

Si
∑
rn converge alors

∑
nan converge aussi.

(c) Dans la question 2, an =
1

n2
≥ 0 et

∑
nan =

∑ 1

n
diverge.

Donc par contraposée du résultat précédent, on retrouve que
∑
rn diverge.
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4. Exemple 4 :

(a) La suite

(
1

n

)
n∈N∗

décrôıt et tend vers 0, donc, d’après le théorème des séries alternées :

La série
∑

an =
∑ (−1)n

n
converge.

(b) On définit la suite (In)n∈N∗ par ∀n ∈ N∗, In = (−1)n
∫ 1

0

xn

1 + x
dx.

i. Soit n ∈ N∗.
|In| =

∣∣∣∣∫ 1

0

xn

1 + x
dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ 1

0

∣∣∣∣ xn

1 + x

∣∣∣∣ dx
≤

∫ 1

0

xn

1 + x
dx ≤

∫ 1

0
xndx =

1

n+ 1

Donc par le théorème d’encadrement, on a lim
n→+∞

In = 0.

ii. Soit n ∈ N∗.
In+1 − In = (−1)n+1

(∫ 1

0

xn+1

1 + x
dx+

∫ 1

0

xn

1 + x
dx

)
= (−1)n+1

∫ 1

0

xn(x+ 1)

1 + x
dx =

(−1)n+1

n+ 1
.

Pour tout n ∈ N∗, on a In+1 − In =
(−1)n+1

n+ 1
.

Soit maintenant, n ∈ N∗. On a donc pour k ∈ {1, . . . , n− 1}, l’égalité Ik+1 − Ik =
(−1)k+1

k + 1
. On les ajoute.

n−1∑
k=1

(Ik+1 − Ik) =

n−1∑
k=1

(−1)k+1

k + 1

In − I1 =

n∑
k=2

(−1)k

k
=

n∑
k=1

(−1)k

k
+ 1

Or, un calcul rapide donne I1 = (−1)1
∫ 1

0

x

1 + x
dx = −

∫ 1

0

(
1− 1

1 + x

)
dx = −1 + ln(2). Donc, on a bien

l’égalité suivante.

∀n ∈ N∗, In = ln(2) +

n∑
k=1

(−1)k

k
.

iii. On sait que lim
n→+∞

In = 0 et que, par définition de la convergence de série, lim
n→+∞

n∑
k=1

(−1)k

k
=

+∞∑
k=1

(−1)k

k
.

En passant à la limite dans l’égalité obtenue dans la question précédente, on obtient

+∞∑
k=1

(−1)k

k
= − ln(2).

On a rn =

+∞∑
k=1

(−1)k

k
−

n∑
k=1

(−1)k

k
= − ln(2) + (ln(2)− In). Ainsi, ∀n ∈ N∗, rn = −In.

(c) i. On a rn = −In = −(−1)n
∫ 1

0

xn

1 + x
dx

= −(−1)n
[

xn+1

(n+ 1)(x+ 1)

]1
0

+ (−1)n
∫ 1

0

xn+1

(n+ 1)(1 + x)2
dx

= − (−1)n

2(n+ 1)
+

(−1)n

(n+ 1)

∫ 1

0

xn+1

(1 + x)2
dx
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Or

∣∣∣∣∫ 1

0

xn+1

(1 + x)2
dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ 1

0

∣∣∣∣ xn+1

(1 + x)2

∣∣∣∣ dx ≤ ∫ 1

0
xn+1dx =

1

n+ 2
.

Donc

∣∣∣∣ (−1)n

(n+ 1)

∫ 1

0

xn+1

(1 + x)2
dx

∣∣∣∣ ≤ 1

(n+ 1)(n+ 2)
≤ 1

n2
.

On a donc démontré In = −rn =
(−1)n

2(n+ 1)
+ O
n→+∞

(
1

n2

)
.

ii. D’une part, d’après la question 4(a), la série
∑ (−1)n

2(n+ 1)
converge.

D’autre part, si l’on pose bn = In −
(−1)n

2(n+ 1)
, alors le développement asymptotique précédent donne

bn = O
n→+∞

(
1

n2

)
et aussi |bn| = O

n→+∞

(
1

n2

)
.

Or la série de Riemann
∑ 1

n2
converge donc par les théorèmes de comparaison pour les séries à termes

positifs,
∑
bn est absolument convergente.

La série
∑
rn est la somme de deux séries convergentes, donc elle converge.

Problème 2

I - Question de cours : voir cours.

II - Existence :

1. (a) Par inégalité triangulaire, on a :

∀t ∈ R,
∣∣∣eit2 − 1

∣∣∣ ≤ ∣∣∣eit2∣∣∣+ 1 = 2 = M.

(b) On peut revenir aux parties réelles et imaginaires (ou aussi travailler directement avec la fonction complexe). On
a :

eit
2 − 1

t2
=

cos(t2)− 1

t2
+ i

sin(t2)

t2
.

Or cos(t2)− 1 ∼
t→0

t4

2
et sin(t2) ∼

t→0
t2. On obtient donc :

lim
t→0

eit
2 − 1

t2
= 0 + i = i = `.

(c) La fonction t 7−→ eit
2 − 1

t2
dt est continue sur ]0,+∞[.

• en 0 : par la question 1(a), on a lim
t→0

eit
2 − 1

t2
= i. La fonction t 7−→ eit

2 − 1

t2
est prolongeable par continuité en

0 et donc elle est intégrable sur ]0, 1].

• en +∞ : par la question 1(b), on a

∣∣∣∣∣eit
2 − 1

t2

∣∣∣∣∣ ≤ 2

t2
et t 7−→ 2

t2
est intégrable sur [2,+∞[ (Riemann avec

α = 2 > 1) donc par comparaisons, t 7−→ eit
2 − 1

t2
dt l’est aussi.

Finalement, t 7−→ eit
2 − 1

t2
dt est intégrable sur ]0,+∞[ et

L’intégrale I =

∫ +∞

0

eit
2 − 1

t2
dt converge.
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2. L’application t 7−→ eit
2

est continue sur [0,+∞[. On pose :

u(t) = eit
2 − 1 u′(t) = 2iteit

2

v(t) = −1

t
v′(t) =

1

t2

Les fonctions u et v sont de classe C1 sur ]0,+∞[ et on a :

• u(t)v(t) = −e
it2 − 1

t
−→
t→+∞

0 (le numérateur est borné)

• u(t)v(t) = −e
it2 − 1

t
= −e

it2 − 1

t2
× t−→

t→0
0 (en utilisant la limite de la question 1(b)).

Puisque l’intégrale I =

∫ +∞

0

eit
2 − 1

t2
dt converge, par intégration par parties, l’intégrale

∫ +∞

0
2ieit

2
dt converge aussi,

ainsi E est convergente. Et on a :

∫ +∞

0

eit
2 − 1

t2
dt =

[
−e

it2 − 1

t

]+∞
0

+

∫ +∞

0
2ieit

2
dt

L’intégrale E converge et

∫ +∞

0

eit
2 − 1

t2
dt = 2i

∫ +∞

0
eit

2
dt.

3. On a, pour tout t ∈]0,+∞[, eit
2

= cos(t2) + i sin(t2).

Or

∫ +∞

0
eit

2
dt converge, par suite les intégrales de Fresnel C et S convergent.

III - Calcul à l’aide d’une fonction auxiliaire : On pose F (x) =

∫ +∞

0

e−x
2(t2+i)

t2 + i
dt.

1. Continuité.

(a) Soient x ∈ R et t ∈ [0,+∞[, on a ∣∣∣∣∣e−x
2(t2+i)

t2 + i

∣∣∣∣∣ =
e−x

2t2

|t2 + i|
=

e−x
2t2

√
1 + t4

.

Par propriétés de l’exponentielle, on trouve facilement :

Pour tout x ∈ R et pour tout t ∈ [0,+∞[, on a

∣∣∣∣∣e−x
2(t2+i)

t2 + i

∣∣∣∣∣ ≤ 1√
1 + t4

.

(b) Or, la fonction t 7−→ 1√
1 + t4

est continue sur [0,+∞[ et
1√

1 + t4
= o

t→+∞

(
1

t2

)
. Par comparaison à une

intégrale de Riemann, elle est intégrable sur [0,+∞[ et donc t 7−→ e−x
2(t2+i)

t2 + i
l’est aussi. Par suite,

La fonction F est définie sur R.

Montrons sa continuité. On définit

h :

 R× [0,+∞[ −→ C

(x, t) 7−→ e−x
2(t2+i)

t2 + i

• Pour tout t ∈ [0,+∞[, l’application x 7−→ h(x, t) est continue sur R.

• Pour tout x ∈ R, l’application t 7−→ h(x, t) est continue (par morceaux) sur [0,+∞[ et on a vu qu’elle y
était intégrable.
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• Hypothèse de domination :

∀x ∈ R, ∀t ∈ [0,+∞[, |h(x, t)| =

∣∣∣∣∣e−x
2(t2+i)

t2 + i

∣∣∣∣∣ ≤ 1√
1 + t4

= ϕ(t),

et t 7−→ ϕ(t) est continue et intégrable sur [0,+∞[.

D’après le théorème de continuité sous le signe intégrale, on obtient

La fonction F est continue sur R.

2. Dérivabilité.

(a) Résultat admis en DS. On conserve les notations de la question précedente.

• Pour tout t ∈ [0,+∞[, l’application x 7−→ h(x, t) est de classe C1 sur ]0,+∞[ et on a :

∂h

∂x
(x, t) = −2xe−x

2(t2+i).

• Pour tout x ∈]0,+∞[, l’application t 7−→ h(x, t) est continue (par morceaux) et intégrable sur [0,+∞[ (déjà
vu).

• Pour tout x ∈ R, l’application t 7−→ ∂h

∂x
(x, t) est continue (par morceaux) sur [0,+∞[. L’hypothèse de

domination ci-dessus justifiera son intégrabilité sur [0,+∞[.

• Hypothèse de domination restreinte : Soit [a, b] ⊂]0,+∞[.

∀x ∈ [a, b], ∀t ∈ [0,+∞[,

∣∣∣∣∂h∂x(x, t)

∣∣∣∣ =
∣∣∣−2xe−x

2(t2+i)
∣∣∣ ≤ 2be−a

2t2 = ψ(t),

et t 7−→ ψ(t) est continue et intégrable sur [0,+∞[ (car ψ(t) = o
t→+∞

(e−t) ).

D’après le théorème de dérivation sous le signe intégrale, on obtient que F est de classe C1 sur tout segment
de [a, b] ⊂]0,+∞[. Elle l’est donc sur ]0,+∞[ et

∀x > 0, F ′(x) = −2x

∫ +∞

0
e−x

2(t2+i)dt = −2xe−ix
2

∫ +∞

0
e−x

2t2dt.

(b) On pose u = xt (affine) dans l’intégrale précédente :

x

∫ +∞

0
e−x

2t2dt =

∫ +∞

0
e−u

2
du =

√
π

2
.

On a donc bien ∀x ∈]0,+∞[, on a F ′(x) = −
√
πe−ix

2
.

3. (a) Par inégalité triangulaire, puis positivité de l’intégrale (toutes les intégrales convergent), on a :

|F (x)| ≤
∫ +∞

0

∣∣∣∣∣e−x
2(t2+i)

t2 + i

∣∣∣∣∣ dt ≤
∫ +∞

0

e−x
2t2

|t2 + i|
dt =

∫ +∞

0

e−x
2t2

√
t4 + 1

dt ≤
∫ +∞

0
e−x

2t2dt
u=xt
=

√
π

2x
.

On a bien pour tout x > 0, on a |F (x)| ≤
√
π

2x
.

Puis, par le théorème d’encadrement :

lim
x→+∞

F (x) = 0.
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(b) Les applications t 7−→ 1

1 + t4
et t 7−→ t2

1 + t4
sont continues sur [0,+∞[ et sont dominées par

1

t2
en +∞. Par

comparaison à une intégrale de Riemann :

les deux intégrales I =

∫ +∞

0

dt

1 + t4
et J =

∫ +∞

0

t2

1 + t4
dt convergent.

On veut poser t =
1

u
= ϕ(u). La fonction ϕ est de classe C1 et strictement décroissante sur ]0,+∞[.

Par changement de variable dans une intégrale impropre convergente, on on obtient :

I =

∫ +∞

0

dt

1 + t4
=

u=1/t

∫ 0

+∞

1

1 + (1/u)4

(
−du
u2

)
=

∫ +∞

0

u2

1 + u4
du = J.

On admet que I =
π

2
√

2
.

(c) On a F (0) =

∫ +∞

0

1

t2 + i
dt =

∫ +∞

0

t2 − i
t4 + 1

dt = J − iI. Et donc

F (0) = (1− i)
∫ +∞

0

dt

1 + t4
.

La fonction F est continue sur R, dérivable sur ]0,+∞[ (et sur ]−∞, 0[ par parité) et

lim
x→0

F ′(x) = lim
x→0

(−
√
πe−ix

2
) = −

√
π.

Ainsi, F est de classe C1 sur R et F ′(0) = −
√
π. On a en particulier∫ x

0
F ′(t)dt = −

√
π

∫ x

0
e−it

2
dt = F (x)− F (0) = F (x)− (1− i) π

2
√

2
.

Quand x −→ +∞, on trouve

−
√
π

∫ +∞

0
e−it

2
dt = −F (0) = −(1− i) π

2
√

2
.

Et en conjuguant l’égalité, on obtient : E = (1 + i)

√
π

2
√

2
.

En prenant la partie réelle et la partie imaginaire, on trouve :∫ +∞

0
cos(t2)dt =

∫ +∞

0
sin(t2)dt =

√
π

2
√

2
.
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