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Devoir surveillé 2 - Correction

Vérification du travail personnel

1. Nature de Z : c’est un (E1) de colle.

1
nln(n)

1 1 1
Soit k > 2 un entier. Pour tout ¢ € [k, k + 1], on a

Gkt DmE+1) = tn(t) = knk)

Par positivité de 'intégrale, on obtient :

k+1 1 k+1 1 k+1 1
/ dt </ —dt </ —dt
. GrDmkrDC =), tm®T =), k)

1 k+1 1
O : < dt < .
L G Dk + 1) = /k tn(t) = kn(k)

Pour n > 2 entier, on note S,, =

FIn(h)’ En ajoutant les encadrements précédents pour £k = 1 a n, on obtient :
n
=2

1 n+1 1
- < < .
Sn+1 2In(2) — /2 tIn(t) dt < Sn

n+1
En particulier, 'inégalité de droite donne [1n | ln(t)q , = In(In(n + 1)) — In(In(2)) < S,,.

Par minoration, lim S, = 400 et donc Z

diverge.
n—+00

1
nln(n)

2. Nature de Z sin (7r\/ 1+ n2> : on a le développement asymptotique suivant.
Uy, = sin (ﬁ\/1+n2> = sin (Wn\/1+1/n2> = sin (™ 1+i—i+ o (L
" 2n2  8nt  n—o+too \ nt

. " s T Lo 1
= sin{m+-——— —
2n  8n?  n—+too \ 03
— (—1)sin [~ - T 1 — (-1 1
= (Z1)"sin <2n 83 T nhoo <n3)> = (b 2 n oo <n2>

o T
)"— est convergente.

Par le théoreme des séries alternées (hyp a vérifier), la série Z(—
n
Et pui e‘ ( 1)”7r 0 ! ar comparaison (h; aé'ﬁe)lasé'eZ( (1)"7r>estabso
uisque |u, — (—1)"—| = — r comparaison vérifier ri Up — (—1)"— -
puisque |ty 5| =, 0. )P p yp : n o
lument convergente.
T 7r
Ainsi, Z Up = Z (un - (—1)"%) + Z(—l)”% est la somme de deux séries convergentes, donc

E Un converge.

3. On pose K = / \/ Tz Tda. L apphcatlon T — 1/ est continue sur [0, 1], donc l'intégrale K existe bien.

On veut poser x = cos(2t)

La fonction ¢ est de classe C1 sur [0,7/4] et la fonction = —

dx = —2sin(2t)dt.

T est continue [0,1] = ([0, 7/4]). On a aussi
x



Donc par changement de variable dans une intégrale sur un segment :

1-— 2 (t)
K = / cos(2 —25sin(2t)) / 81n2 sin(t) cos(t
/4 1+ cos(2t) cos( 2 2 cos?(t)

[ Isin@)] [ N LGP
= 4/0 cos(?)] sin(t) cos(t)dt = 4/0 sin?(t)dt = 2/0 (1 — cos(2t)dt

L s
Et finalement, apres calculs, | K = / der=—-14+ —.
0 1 +x 2

Exercice

. La fonction ¢ — e~/ est continue sur [0, +o0[ donc l'intégrale est impropre en +oo.

et /2‘ = (e_t) et t — et est intégrable sur [0, +oo[. Par comparaison, t — e*/2 Vest aussi et

+00
1= / e P2t = \/z converge.
0

“+oo
. Etude de f:x € [0,+oo[r—>/ e 24t

De plus

tHJroo
donc :

“+oo x x
(a) Par la relation de Chasles, on a f(x) = / e 24t —/ e 12dt = £(0) —/ e P24t
0 0 0
) constante
Or, la fonction t — e~*"/2 est continue sur R donc, par le théoreme fondamental de Panalyse, application
xX
F:z+— / e /24t est sa primitive qui s’annule en 0.

Ainsi F est dérivable sur R et pour tout = € R, F'(z) = e~**/2. Par suite :

La fonction f est dérivable sur R et f/(z) = —F'(z) = —e~*"/2,

T 400
(b) Par définition d’un intégrale convergente, on a lim e *12at = / e 2t = £(0).
0 0

T—+00

Par conséquent, | lim f(z) = f(0) — f(0) =0.

T——+00

D’autre part, la fonction ¢ — e=t/2 st paire, donc on a ’égalité

f(z) :f(O)—/xetz/th:f(O)—k/_metz/th — f(0)+/+oo e 2qt = 2£(0).
0 0 0

T—r—00

On a donc, | lim f(x) = 2f(0) = v2r.

(c)
T —00 0 +00
f'(x) -
On /20 — \/?
a f(0) /0 e dt 5 f NoT \ .
et f'(0) 0=-1 2
\ ;




(d) On obtient le graphe de f suivant.

sl

+oo
3. Nature et calcul de / f(z)dz.
0

(a) Soit z > 0et X € [x,400[. On a

/Xte_tQ/th = [—e‘tQ/Q}X

+o0 +oo
Ainsi, | Pour tout z > 0, I'intégrale / te /24t est convergente et / te V2t = = 77/2,
X

T

(b) Soit # > 0. Pour tout t € [z,4+00] on a 0 < ze /2 < temt/2 et par positivité de lintégrale, on obtient
+00 +oo
0< IL‘/ e_tQ/th < / te_tQ/th.
x X

Ve >0, 0<uzf(x)< e/,

(c) La fonction f est de classe C! sur R, on peut donc effectuer une intégration par parties.

0

’ f(z)dx = [xf(x)]j - /OA zf'(z)dz.
A

A
On a bien / f(z)dz = Af(A) +/ ze 2 dy.
0 0

(d) En utilisant le théoréme des gendarmes dans ’encadrement obtenu en question 3(b), on obtient AliIJrrl Af(A) =0.
—+400

+oo
. 7 —_ 2
D’autre part, on a vu que 'intégrale / ze " 2dy converge donc
0

A 2 +oo 2
lim e 2dy = re ¥ 2dy = e 0 =1.

+oo +o0
Finalement, | L’intégrale / f(x)dx converge et / f(z)dx = 1.
0 0




Probléeme 1

1. Exemple 1 : Pour n > 0, on pose a, = A" avec A € R.

(a) La série E ay, est une série géométrique de raison A. Ainsi

‘ > a, converge <= |\ < 1.‘

(b) On suppose que |A| < 1.

+oo oo Antl
Onar, = Z /\k:)\"“ZA’“. On a donc |r, = —
k=n+1 k=0

Ainsi, la série > ry, est encore une série géométrique de raison A et comme |A| < 1, on a :

‘ > ry converge. ‘

“+o0o “+oo )\n+1 A +0o0 “+o0o A
DeplusZrn:Zﬁ:mZ)\”.AlnSl Zrn:m
n=0 n=0 n=0 n=0
2. Exemple 2 : Pour n > 1, on pose ap, = —.
n
(a) Soit k € N*. Pour tout t € [k, k + 1] <1<1
i . T na ——— < - < —.
a 0 our tou ) , O a(k+1)2_t2_k2
k+1 1 k+1 gy k+1 g
Et itivité de I'intégral btient ——dt < — < —dt.
par positivité de I'intégrale, on obtien /k i s /k 2 = /k 12
i 1 Mlar 1
Et donc, on a donc Vk € N*, mg A ﬁgﬁ
On ajoute ces encadrements pour k € {n+1,...,N}.
N k+1 dt N+1 dt
Par la relation de Chasles, Z / = = / -5 et donc :
R R nt1
Vn e N VN >n+1 </ —dt < —.
’ = 2 = 200 = 2
k=n+1 (k+1) i1 1 k=n+1 &
N+l 1N+1 1 1 1
w ona [ hao[ST o L
n+l t tins1 n4+1 N+1 Notoo n+1

Ainsi, tous les membres de I’encadrement précédents admettent une limite quand N tend vers +oo. En passant
a la limite, on obtient

1 1
e A B
1 1 1

Ainsi, |[Vn e N*, —— < < )

HsL | v nrl S S a1 Ty

(c) On multiplie ’encadrement précédent parn+1:1< (n+1)r, <1+ 1
n
1 1
Le théoreme des gendarmes donne facilement lim (n+1)r, =1 et donc|r, ~ ~ —.
n——+o0o n—+ocon + 1 n—+oon

Or, la série harmonique ) — diverge, donc par les théorémes de comparaison pour les séries & termes positifs,
n

on peut conclure que :

‘ La série > r, diverge. ‘




3. Exemple 3 : On suppose que a, > 0.

(a) Rédaction 1 : On a pour tout k € N ap = rp_1 — rg.

Et donc :
n n n—1 n
Zkzak = Zkz(rk 1—’/“k Zkﬂ‘k 1—2]437% = Zk+l)rk—2krk
k=1 k=1 k=0 k=0
n—1 n—1
= ((k—i-l)—k)rk—m"n = Zrk—nrn
k=0 k=0
n—1 n—1 n
Rédaction 2 : On a Zrk —nr, = Zrk — Zrn = Z Tk —Tn) = Z Z a;.
k=0 k=0 j=k+1
On échange les indices de sommatlon.
n—1 n j—1 n j—1 n
Z T — Ny = aj; = aj 1= jaj,
k=0 j=1k=0 j=1 k=0 j=1
Ce qu’on voulait.
Rédaction 3 : On pouvait aussi répondre de la maniere suivante.
70 = a + a + - + anp + Gpy1 +
1 = a + -+ ap + apy1 F
@ Tn—1 = Qap + ap+1 +
Zrk = la; 4+ 2a 4+ -+ 4+ na, + nr,

Rédaction 4 : On pouvait aussi le démontrer par récurrence, en utilisant an1 = rp — rp41.

D’une maniere ou d’une autre, on a bien démontré |Vn € N*, g kay = g e — Ny

(b) Si ), converge, alors la suite de ses sommes partielles est convergente donc bornée :

n—1
IM >0, VneN, 0<) rp<M
k=0
n n—1
Ainsi Zkak = Zrk —nr, <M — nr, <M.
Par conséquent, la suite (Z kak> est croissante (car kay > 0) et majorée, donc elle converge.
k=1 neN*

‘ Si ) 7y converge alors ) | na, converge aussi.

1 1
(¢) Dans la question 2, a,, = s >0et > na, = Z - diverge.

Donc par contraposée du résultat précédent, on retrouve que » r, diverge.



. Exemple 4 :

n

1
a a suite — eCcroit e ena vers U, donc, apres le eoreme des series alternees :
L it décroit et tend 0,d d’apres le théore d Sy lterné
neN*

(b) On définit la suite (I,),en+ par Vn € N

i.

ii.

iii.

La série E ap = g
n

(=D"

converge.

I,

Soit n € N*.

| In]

1 :L,n
—1)" .
( >.£ L

[+
o 1

1 n 1
1
< / T dr < /:z"da: =
0 ].+l’ 0 n+1

Donc par le théoreme d’encadrement, on a| lim I, = 0.
n—-+0o
Soit n € N*, Lot ) . "
n " at1) (=1
Inyi— I, = (-0t ([ 2 —a /xdz—lnﬂ/x(x do =
wt —In = (=1) (/0 1+z x+0 Tta " (=1) o 14w v n+1
(_1)n+1
Pour tout n e N*, ona I,y — [, = ——.
n+1
(_1)k+1

Soit maintenant, n € N*. On a donc pour k € {1,...,n — 1}, Iégalité I} 1 — I, = a1 On les ajoute.

n—1 n—1

(_1)k+1
I —1,) = —
> (Tpsr — 1) > E 1
k=1 k=1
n n
(=1)* (=1
L,—I = T = > 1
k=2 =1

1
Or, un calcul rapide donne I; = (—1)1/

I’égalité suivante.

—1+1n(2). Donc, on a bien

) do -

1
1
’ d:c:—/ <1—
0 ].+$ 0 ].+$
—l)k

3

VneN*, I,=In(2)+ o
k=1
On sait lim I, =0 et définition de 1 de série, li AR Gl
nsait que lim I, =0 et que, par définition de la convergence de série, nffoo; = ; k
+o00 (_1)k
En passant & la limite dans I’égalité obtenue dans la question précédente, on obtient =T In(2)
k=1
S~ CDF S (EDE
Onar,=)Y. - -3 o= )+ (In(2) - L), Ainsi, | Vn € N*, rp = —1,,. |
k=1 k=1
1 "
= -1, = —(-1)" d
Ona r, n (—1) /0 T2 x

anrl

(L,

[,

1 xn+1
+ (_1)n/0 (n+1)(1+ x)2d$

2(n+1) (n+1

/1 xn+1
dx
)Jo (1+z)?




1
n+2

xn+1

Or 7(1 o)

1
dz §/ 2"y =
0

1 :L,n—i-l 1
[ el
0o (14+z)2 ‘ 0

Donc

C Y A 1 1
(n+DA ﬂ+@ﬂ4§(n+Dm+@_Wﬂ

. , 1" 1
On a donc démontré | I, = —r, = 25714')1) + n—>0+oo (ﬁ) )

1)
ii. D’une part, d’apres la question 4(a), la série Z 22_1_)1) converge.
n

(=D"
2(n+1)

1 . 1
bp= O <2> et aussi [by| = O <2> .
n——4oo \ N n—+oo \ N

. . 1 . .
Or la série de Riemann ) — converge donc par les théoremes de comparaison pour les séries a termes
n

D’autre part, si I’on pose b, = I, — , alors le développement asymptotique précédent donne

positifs, Y b, est absolument convergente.

‘ La série > r, est la somme de deux séries convergentes, donc elle converge.

Probléme 2

I - Question de cours : voir cours.

IT - Existence :

1. (a) Par inégalité triangulaire, on a :

vVt € R,

eitz — 1) <

ﬁﬂ+1:2:ﬂ[

(b) On peut revenir aux parties réelles et imaginaires (ou aussi travailler directement avec la fonction complexe). On

a:
e’ — 1 _cos(t?) =1  sin(t?)
o) = D) +1 PR
A
Or cos(t?) — 1 Rty et sin(t?) Kol t2. On obtient donc :
— —
et 1 L
}E}(l] w =0+i=i=2¢.
it?
La fonction t — 2 dt est continue sur |0, +oo.
eit2 -1 it? 1
e en 0 : par la question 1(a), on a }/in(l) —a = 1. La fonction ¢ — Y est prolongeable par continuité en
_>
0 et donc elle est intégrable sur |0, 1].
i’ — 1 2

e en 400 : par la question 1(b), on a 2 < 2 et t — 2 est intégrable sur [2,+o00[ (Riemann avec

it
a =2 > 1) donc par comparaisons, t — 2 dt Vest aussi.

it2
Finalement, ¢t — 2 dt est intégrable sur |0, +-o00[ et
"y +oo eiﬁ _
L’intégrale I = 5—dt converge.
0 t




2. L’application t — e est continue sur [0, 4+00[. On pose :

u(t) = e’ — 1 W' (t) = 2itet”
1 1
v(t) = —— V(t) = =
() = 0=
Les fonctions u et v sont de classe C! sur ]0, +oo[ et on a
eit2 -1
o u(t)v(t) = — — 0 (le numérateur est borné)
t t—+o00
eit2 -1 it2 1
o u(t)v(t) = — =T X t P 0 (en utilisant la limite de la question 1(b)).
—
+o00 eit2 -1 oo 42
Puisque l'intégrale I = / " dt converge, par intégration par parties, I'intégrale / 2iet” dt converge aussi,
0 0

ainsi F est convergente. Et on a :

+oo eit2 -1 eit2 -1
—dt= |-
0 t t

+00 eth -1 foo
L’intégrale E converge et / Tdt =2 / e dt.
0 0

+oo

400 o
+/ 2ie' dt
0

0

3. On a, pour tout ¢ €]0, +-o00[, e” = cos(t2) + isin(t2).

+oo
Or / e dt converge, par suite ‘ les intégrales de Fresnel C' et S convergent. ‘
0

+oo efxz(tQJri)
ITI - Calcul a I’aide d’une fonction auxiliaire : On pose F(z) = / Tdt.
0 (]
1. Continuité.
(a) Soient x € Ret t € [0, +00], on a
e~ (t*+1) e’ t? e~ a?t?
24+i | 2 +d] VI E

Par propriétés de ’exponentielle, on trouve facilement :

67552(t2+i)

1244

1
1+

Pour tout z € R et pour tout ¢ € [0, 4+00[, on a

1
(b) Or, la fonction ¢t — est continue sur [0, 400 et > . Par comparaison & une

1
- = o
1+ t4 t—+o00 <t2
e—ch(tQ—l-i)
5 — l'est aussi. Par suite,
v+

1
V14t

intégrale de Riemann, elle est intégrable sur [0, +-o00[ et donc ¢t —

’ La fonction F' est définie sur R. ‘

Montrons sa continuité. On définit
R x [0,400] — C
h: e= @ (t4)
t) — ——
(2.1 —

e Pour tout ¢ € [0, +o0[, 'application = — h(x,t) est continue sur R.

e Pour tout x € R, 'application ¢ — h(x,t) est continue (par morceaux) sur [0,4o00[ et on a vu qu’elle y
était intégrable.



e Hypothese de domination :

6—x2(t2+i) 1
Ve ER, VL€ 0,400l [h(@,t)] = |5 | < Niewie (1),

et t — (t) est continue et intégrable sur [0, +ool.

D’apres le théoreme de continuité sous le signe intégrale, on obtient

’ La fonction F' est continue sur R.

2. Dérivabilité.

(a)

Résultat admis en DS. On conserve les notations de la question précedente.
e Pour tout t € [0, +-00], 'application & — h(z,t) est de classe C! sur ]0,4+oo] et on a :

Oh 201244
- — oy ¥ (1)
9 (x,t) 2xe .

e Pour tout z €]0, +oo[, 'application ¢t — h(x,t) est continue (par morceaux) et intégrable sur [0, +oo[ (déja
vu).
g oh . , .
e Pour tout z € R, I'application ¢ — a—(x,t) est continue (par morceaux) sur [0, +oo[. L’hypothese de
x

domination ci-dessus justifiera son intégrabilité sur [0, +oo].
e Hypotheése de domination restreinte : Soit [a,b] C]0, +oo].

Oh 4
Vx € [a,b], Vt € [0, +o0], ‘&U(x,t)‘ = ’—2$‘€_x2(t2+7') < 2be 0"t = W»(t),

et t — 1(t) est continue et intégrable sur [0, +-o0o[ (car ¥(t) = o (e7!)).

t——+o00

D’apres le théoreme de dérivation sous le signe intégrale, on obtient que F est de classe C' sur tout segment
de [a,b] C]O, 4o0[. Elle Iest donc sur ]0, 00| et

+oo 2042 1 ; .5 +oo 2,9
Yz > 0, F/(x) = —23;/ e T (t +l)dt — e / e T gt
0 0

On pose u = zt (affine) dans l'intégrale précédente :

x/+oo e~ gt = /+00 e~ dy = ﬁ
0 0 2

On a donc bien | Va €]0, +oo[, on a F'(z) = _ﬁe—img‘

Par inégalité triangulaire, puis positivité de l'intégrale (toutes les intégrales convergent), on a :

+oo | ,—x?(t244) too | —x2¢2 oo —x24? too B
0 t? 41 0 [t + 0 N 0 2

NZs

On a bien | pour tout > 0, on a |F(z)| < o
x

Puis, par le théoreme d’encadrement :




(b)

2

1
Les applications ¢t — —— et ¢t — —— sont continues sur [0, +00o[ et sont dominées par — en +oo. Par

14 ¢4 1+ ¢
comparaison a une intégrale de Riemann :

t2

400 dt +o00 2
les deux intégrales I = / et J= / 7dt convergent.
o 1+t o 14t

= ¢(u). La fonction ¢ est de classe C! et strictement décroissante sur ]0, +ool.

SRS

On veut poser t =

Par changement de variable dans une intégrale impropre convergente, on on obtient :

+o0 dt 0 1 d +oo 2
o l14+ttu=1/t )10 14+ (1/u) u o l+u

On admet que I = T

2v2

~+o00 1 +o00 t2_7:
On a F(0) = -dt = ——dt = J —il. Et donc
tt+1
0 0

2 +1
F =(1—1 .
O=0-0[ 5

La fonction F' est continue sur R, dérivable sur |0, +00] (et sur | — oo, 0] par parité) et

lim F'(x) m(—ﬁeiiﬁ) = —/7.

=1l
z—0 x—0

Ainsi, F est de classe C! sur R et F'(0) = —/7. On a en particulier

/I F($)dt = —\/7?/30 it = F(z) — F(0) = F(z) — (1—i)——.
0 0

Quand x — 400, on trouve

+oo
—/7 et = — = (1 —i)—
N /0 dt = —F(0) = —(1— i)

ﬁ
2V2

En prenant la partie réelle et la partie imaginaire, on trouve :

+oo +oo
/ cos(t?)dt = / sin(t?)dt = ﬁ
0 0

Et en conjuguant 1’égalité, on obtient : | E = (14 1)

10



