
PSI 2023-2024
Lycée Châtelet

Devoir surveillé 2

le mercredi 4 octobre (14h-18h)

Les calculatrices, les téléphones portables et objets connectés (montres...) ne sont pas autorisés.

Vérification du travail personnel

1. Déterminer la nature de
∑ 1

n ln(n)
.

2. Déterminer la nature de
∑

sin
(
π
√

1 + n2
)
.

3. Justifier l’existence de K =

∫ 1

0

√
1− x
1 + x

dx et calculer K à l’aide du changement de variable x = cos(2t).

Exercice

1. Démontrer la convergence de I =

∫ +∞

0
e−t

2/2dt. On admet l’égalité I =

∫ +∞

0
e−t

2/2dt =

√
π

2
.

2. Etude de f : x ∈ R 7−→
∫ +∞

x
e−t

2/2dt.

(a) Montrer que f est dérivable sur R et exprimer sa dérivée.
(b) Déterminer lim

x→+∞
f(x) et lim

x→−∞
f(x).

(c) Dresser le tableau des variations de f. On précisera les valeurs de f(0) et f ′(0).
(d) Tracer le graphe de f .

3. Nature et calcul de

∫ +∞

0
f(x)dx.

(a) Montrer que, pour tout x ≥ 0, l’intégrale

∫ +∞

x
te−t

2/2dt est convergente et calculer sa valeur.

(b) En déduire que, pour tout x ≥ 0, on a 0 ≤ xf(x) ≤ e−x2/2.

(c) Démontrer que pour tout A > 0 on a l’égalité

∫ A

0
f(x)dx = Af(A) +

∫ A

0
xe−x

2/2dx.

(d) En déduire la convergence et la valeur de

∫ +∞

0
f(x)dx.
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Problème 1 (Étude de séries dont le terme général est le reste d’une série convergente)

Soit n0 un entier naturel fixé. Soit (an)n≥n0 une suite numérique et
∑
an la série de terme général an.

On suppose que cette série est convergente et on définit pour n ≥ n0, son reste d’ordre n par

rn =
+∞∑

k=n+1

ak.

Dans ce problème, on s’intéresse à la série
∑
rn dans divers exemples.

1. Exemple 1 : Dans cette question, pour n ≥ 0, on pose an = λn avec λ ∈ R.

(a) A quelle condition sur λ, la série
∑
an est-elle convergente.

(b) On suppose cette condition réalisée.
Exprimer rn en fonction de λ, puis montrer que

∑
rn converge et calculer sa somme.

2. Exemple 2 : Pour n ≥ 1, on pose maintenant an =
1

n2
.

(a) Démontrer que pour tout n ∈ N∗ et pour tout entier N ≥ n+ 1 on a l’encadrement suivant.

N∑
k=n+1

1

(k + 1)2
≤
∫ N+1

n+1

1

t2
dt ≤

N∑
k=n+1

1

k2
.

(b) En déduire que pour tout entier n ∈ N∗, on a :
1

n+ 1
≤ rn ≤

1

n+ 1
+

1

(n+ 1)2
.

(c) Déterminer alors un équivalent de rn quand n tend vers +∞.
Que peut-on en conclure sur la nature de la série

∑
rn ?

3. Exemple 3 : Dans cette question, on suppose simplement que an ≥ 0.

(a) Démontrer que pour tout n ∈ N∗, on a

n∑
k=1

kak =

n−1∑
k=0

rk − nrn.

(b) En déduire que si
∑
rn converge alors

∑
nan converge aussi.

(c) Retrouver alors le résultat de la question 2(c) concernant nature de la série
∑
rn.

4. Exemple 4 : Pour n ≥ 1, on pose enfin an =
(−1)n

n
.

(a) Justifier la convergence de la série
∑
an.

(b) On définit la suite (In)n∈N∗ par ∀n ∈ N∗, In = (−1)n
∫ 1

0

xn

1 + x
dx.

i. Démontrer que lim
n→+∞

In = 0.

ii. Soit n ∈ N∗. Calculer In+1 − In. En déduire que l’on a : ∀n ∈ N∗, In = ln(2) +

n∑
k=1

(−1)k

k
.

iii. En déduire la valeur de
+∞∑
k=1

(−1)k

k
, puis exprimer rn en fonction de In.

(c) Conclusion :

i. En utilisant une intégration par parties, montrer que l’on a : In =
(−1)n

a(n+ 1)
+ O
n→+∞

(
1

nα

)
,

où a ∈ R∗ et α > 1 sont des constantes à déterminer.
ii. En déduire la nature de la série

∑
rn.
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Problème 2 (Intégrales de Fresnel)

Dans ce problème, on se propose d’étudier les intégrales suivantes.

C =

∫ +∞

0
cos(t2)dt, S =

∫ +∞

0
sin(t2)dt et E =

∫ +∞

0
eit

2
dt.

On rappelle la valeur de l’intégrale de Gauss

∫ +∞

0
e−t

2
dt =

√
π

2
.

On rappelle aussi que si t 7−→ f(t) = x(t) + iy(t) est une fonction à valeurs complexes continue par morceaux sur
]0,+∞[, alors ∫ +∞

0
f(t)dt converge si et seulement si

∫ +∞

0
x(t)dt et

∫ +∞

0
y(t)dt convergent.

Et que dans ce cas :

∫ +∞

0
f(t)dt =

∫ +∞

0
x(t)dt+ i

∫ +∞

0
y(t)dt.

On sait aussi que si

∫ +∞

0
|f(t)|dt converge alors

∫ +∞

0
f(t)dt converge.

I - Question de cours : Énoncer le théorème de continuité sous le signe intégrale.

II - Existence :

1. (a) Déterminer M > 0 tel que pour tout t ∈ R, on ait |eit2 − 1| ≤M.

(b) Déterminer ` ∈ C tel que lim
t→0

eit
2 − 1

t2
dt = `.

(c) Démontrer la convergence de l’intégrale I =

∫ +∞

0

eit
2 − 1

t2
dt.

2. A l’aide d’une intégration par parties, démontrer que l’intégrale E converge et que∫ +∞

0

eit
2 − 1

t2
dt = 2i

∫ +∞

0
eit

2
dt.

3. En déduire l’existence des intégrales de Fresnel C et S.

III - Calcul à l’aide d’une fonction auxiliaire : On pose F (x) =

∫ +∞

0

e−x
2(t2+i)

t2 + i
dt.

1. Continuité.

(a) Démontrer que pour tout x ∈ R et pour tout t ∈ [0,+∞[, on a

∣∣∣∣∣e−x
2(t2+i)

t2 + i

∣∣∣∣∣ ≤ 1√
1 + t4

.

(b) Démontrer alors que la fonction F est définie et continue sur R.

2. Dérivabilité.

(a) Question supprimée. On admettra dans la suite que F est de classe C1 sur ]0,+∞[ et que :

∀x > 0, F ′(x) = −2x

∫ +∞

0
e−x

2(t2+i)dt.

(b) En déduire que pour tout x ∈]0,+∞[, on a F ′(x) = −
√
πe−ix

2
.

3. (a) Démontrer que pour tout x > 0, on a |F (x)| ≤
√
π

2x
.

En déduire la valeur de lim
x→+∞

F (x).

(b) Démontrer que les deux intégrales suivantes convergent et qu’elles sont égales.

I =

∫ +∞

0

dt

1 + t4
et J =

∫ +∞

0

t2

1 + t4
dt.

On admet que I =
π

2
√

2
.

(c) Justifier que F (0) = (1− i)
∫ +∞

0

dt

1 + t4
. En déduire la valeur de E, puis que∫ +∞

0
cos(t2)dt =

∫ +∞

0
sin(t2)dt =

√
π

2
√

2
.
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