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Exercice 1

Partie I :

1. La fonction fn est dérivable sur ]− 1,+∞[ et

∀x > −1, f ′n(x) =
n

(x+ 1)2
− 1

x+ 1
=
n− 1− x
(x+ 1)2

.

Ainsi, f ′n(x) est du signe de n− 1− x et s’annule en x = n− 1 > −1 car n > 0.

• Comportement en +∞ : on a de manière immédiate lim
x→+∞

fn(x) = −∞ (pas de forme indéterminée).

• Comportement en −1 : par croissances comparées, u ln(u) tend vers 0 quand u→ 0, et on a

fn(x) =
nx

1 + x
− ln(1 + x) =

1

x+ 1
(nx− (x+ 1) ln(x+ 1)) −→

x→−1
−∞.

• Tableau des variations :

x −1 n− 1 +∞
f ′n(x) ‖ + 0 −

n− 1− ln(n)

fn ��
�* HHHj

−∞ −∞

2. La fonction fn est continue et strictement croissante sur ]− 1, n− 1] donc elle réalise une bijection de ]− 1, n− 1] sur
son image ]−∞, n− 1− ln(n)]. Vérifions que 0 est bien dans l’ensemble d’arrivée, c’est-à-dire que n− 1− ln(n) ≥ 0.

Pour tout u > −1, on a ln(1 +u) ≤ u (à connâıtre ! ou bien à retrouver rapidement par une petit étude de fonction)
avec égalité uniquement pour u = 0 donc, puisque n ≥ 2, u = n− 1 ≥ 1 > 0 et n− 1− ln(n) > 0.

Finalement, 0 ∈]−∞, n− 1− ln(n)[ et il existe un unique vn ∈]− 1, n− 1[ tel que fn(vn) = 0.

On démontrerait de manière analogue, qu’il existe un unique un ∈]n− 1,+∞[ tel que fn(un) = 0.
Donc finalement, il existe bien un unique couple (un, vn) ∈ R2 tel que :

−1 < vn < n− 1 < un et fn(un) = fn(vn) = 0.

3. On remarque que 0 est une solution évidente de fn(x) = 0. Ainsi, 0 est l’une des deux solutions trouvées et que
−1 < 0 < n− 1. On donc vn = 0.

4. On se propose de déterminer un équivalent de un.

(a) Pour tout n ≥ 2, on a un > n− 1 par minoration lim
n→+∞

un = +∞.

(b) Comme la fonction fn est strictement décroissante sur [n − 1,+∞[ et comme un ∈ [n − 1,+∞[ et n2 − 1 ∈
[n− 1,+∞[, pour comparer un et n2 − 1, il suffit de comparer leurs images par fn.

fn(n2 − 1) =
n(n2 − 1)

n2
− ln(n2) = n− 1

n
− 2 ln(n) −→

n→+∞
+∞.

Par conséquent, il existe n0 ∈ N, tel que pour tout entier n ≥ n0 on ait fn(n2−1) > 0 = fn(un). Par décroissance
de fn sur [n− 1,+∞[, on obtient

∃n0 ∈ N, ∀n ∈ Nr {0, 1}, n ≥ n0 =⇒ un ≥ n2 − 1.
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(c) On a fn(un) = 0 donc ln(1 + un) =
nun

1 + un
. Ainsi, ln(1 + un)− n =

nun
1 + un

− n =
n

1 + un
. Or

0 ≤ n

1 + un
≤ n

1 + n2 − 1
=

1

n
−→

n→+∞
0.

Par le théorème des Gendarmes, on trouve lim
n→+∞

(
ln(1 + un)− n

)
= 0.

(d) En composant par exp on obtient lim
n→+∞

1 + un
en

= 1 et donc 1 + un ∼
n→+∞

en.

Et comme lim
n→+∞

un = +∞, on a 1 + un ∼
n→+∞

un. Finalement

un ∼
n→+∞

en.

Partie II :

1. On pose pour tout x > −1, g(x) = f(x)− x. La fonction g est dérivable et

∀x > −1, g′(x) = f ′(x)− 1 =
2

(x+ 1)2
− 1

1 + x
− 1 =

−x(x+ 3)

(x+ 1)2
.

Ainsi, pour x > −1, g′(x) est du signe de x et on obtient le tableau de variations suivant.

x −1 0 +∞
g′(x) ‖ + 0 −

0

g ��
�* HHHj

−∞ −∞

Par conséquent, ∀x > −1, g(x) ≤ 0 et g s’annule uniquement en 0. Ce qui donne pour f :

∀x > −1, f(x) ≤ x et f(x) = 0 ⇐⇒ x = 0.

2. D’après le tableau de variations dans les préliminaires, la fonction f est continue et croissante sur l’intervalle [0, n−1] =
[0, 1] et donc f([0, 1]) = [f(0), f(1)] = [0, 1− ln(2)] ⊂ [0, 1].

Ainsi L’intervalle [0, 1] est stable par f .

Or x0 ∈ [0, 1] donc par une récurrence immédiate, on montrerait que xn est bien définie pour tout n ∈ N et que
xn ∈ [0, 1].

3. D’après la Partie II, on a ∀x > −1, f(x) ≤ x.
Avec x = xn ∈ [0, 1] ⊂]− 1,+∞[, on obtient xn+1 = f(xn) ≤ xn et donc

La suite (xn)n∈N est décroissante.

4. La suite (xn)n∈N est décroissante et minorée (par 0) donc elle converge vers ` ∈ [0, 1]. En passant à la limite dans
xn+1 = f(xn) et puisque f est continue en `, on obtient f(`) = ` et donc ` = 0.

lim
n→+∞

xn = 0.
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Exercice 2

On considère la suite (Tn)n∈N de polynômes de R[X] définie par :

T0 = 1, T1 = 2X et ∀n ∈ Nr {0, 1}, Tn = 2XTn−1 − Tn−2.

1. On a T2 = 2XT1 − T0 = 4X2 − 1 et T3 = 2XT2 − T1 = 8X3 − 4X.

2. Pour n ∈ N, on note Pn la propriété suivante.

Pn :
deg(Tn) = n, le coefficient dominant de Tn est 2n

et
Tn est de même parité que n.

Initialisation : les propriétés P0 et P1 sont vraies par choix de T0 et T1.

Hérédité : Soit n ∈ N, supposons que Pn et Pn+2 sont vraies.

On a donc : Tn+2 = 2XTn+1 − Tn = 2X(2n+1Xn+1+ termes de deg ≤ n+ 1)− Tn
Come Tn est de degré n, le terme dominant de Tn+2 est bien 2n+2Xn+2, ce qu’on voulait.

Enfin Tn+2(−X) = −2XTn+1(−X)−Tn(−X). Or, par hypothèse de récurrence, Tn est de même parité que n donc
Tn(−X) = (−1)nTn(X). Et de même, Tn+1(−X) = (−1)n+1Tn+1(X).

On obtient :

Tn+2(−X) = −2X(−1)n+1Tn+1(X)− (−1)nTn(X) = (−1)n+2(2XTn+1(X)− Tn(X)) = (−1)n+2Tn+2(X).

Ainsi, Tn+2 est de même parité que n.

Conclusion : par le principe de récurrence à deux pas (ou d’ordre 2), Pn est vraie pour tout n ∈ N, donc :

Pour tout entier n ∈ N, deg(Tn) = n, le coefficient dominant
de Tn est 2n et Tn est de même parité que n.

3. On évalue en X = 1 la relation de récurrence. On obtient :

∀n ∈ N, Tn+2(1)− 2Tn+1(1) + Tn(1) = 0.

On reconnâıt une suite récurrente d’ordre 2 dont l’équation caractéristique associée est :

r2 − 2r + 1 = (r − 1)2 = 0.

D’après le cours, il existe des réels A et B tels que :

∀n ∈ N, Tn(1) = (An+B)1n = An+B.

Or, T0(1) = 1 = B et T1(1) = 2 = A+B donc :

∀n ∈ N, Tn(1) = n+ 1.

4. On le démontre encore par une récurrence d’ordre 2.

Initialisation : Pour tout θ ∈]0, π[, T0(cos(θ)) = 1 =
sin((1)θ)

sin(θ)
et T1(cos(θ)) = 2 cos(θ) =

sin((2)θ)

sin(θ)
.

Donc le résultat demandé est vrai pour n = 0 et pour n = 1.

Hérédité : Soit n ∈ N. Supposons le résultat demandé vrai pour n et n + 1. Montrons-le pour n + 2. On a les
égalités suivantes.

Tn+2(cos(θ)) = 2 cos(θ)Tn+1(cos(θ))− Tn(cos(θ))

= 2 cos(θ)
sin((n+ 2)θ)

sin(θ)
− sin((n+ 1)θ)

sin(θ)

=
1

sin(θ)

(
2 cos(θ) sin((n+ 2)θ)− sin((n+ 1)θ)

)

=
1

sin(θ)

(
sin((n+ 3)θ) + sin((n+ 1)θ)− sin((n+ 1)θ)

)
=

sin((n+ 3)θ)

sin(θ)
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On a utilisé pour obtenir la dernière ligne : 2 sin(a) cos(b) = sin(a+ b) + sin(a− b).
Ainsi le résultat est vrai au rang n+ 2.

Conclusion : Par le principe de récurrence double : ∀n ∈ N, ∀θ ∈]0, π[, Tn(cos(θ)) =
sin((n+ 1)θ)

sin(θ)

5. Soit θ ∈]0, π[. En utilisant les résultats précédents, on a les équivalence suivantes.

Tn(cos(θ)) = 0 ⇐⇒ sin((n+ 1)θ)

⇐⇒ ∃k ∈ Z, (n+ 1)θ = kπ

⇐⇒ ∃k ∈ Z, θ = k
π

n+ 1

Pour k ∈ [[1, n]], on a θk = k
π

n+ 1
∈]0, π[, et l’équivalence précédente donne :

∀k ∈ [[1, n]], Tn(cos(θk)) = 0.

On note pour k ∈ [[1, n]], xk = cos(θk) = cos

(
k

π

n+ 1

)
.

D’après ce qui précède, puisque θk ∈]0, π[, on a bien xk ∈]− 1, 1[.

De plus θ1, . . . , θn ∈]0, π[ sont distincts et cos est injective sur ]0, π[ donc les images x1, . . . , xn sont aussi distinctes.

Finalement pour tout n ∈ N, Tn admet n racines réelles distinctes dans ]− 1, 1[.

6. Comme Tn est de degré n, il a au plus n racines réelles distinctes comptées avec multiplicité. Donc, d’après la
questions précédentes, x1, . . . , xn sont les seules racines de Tn et elles sont simples.

Or, d’après la question 2, le coefficient dominant de Tn est 2n donc :

∀n ∈ N∗, Tn = 2n
n∏

k=1

(X − xk) = 2n
n∏

k=1

(
X − cos

(
kπ

n+ 1

))
.

7. D’après la question 3, et en utilisant 1− cos(u) = 2 sin2(u/2), on obtient :

Tn(1) = n+ 1 = 2n
n∏

k=1

(
1− cos

(
kπ

n+ 1

))
= 2n

n∏
k=1

(
2 sin2

(
kπ

2(n+ 1)

))
= 22n

n∏
k=1

sin2

(
kπ

2(n+ 1)

)
.

Après calculs, et en prenant la racine :

∀n ∈ N∗,
n∏

k=1

sin

(
kπ

2(n+ 1)

)
=

√
n+ 1

2
.

8. (a) D’après la question 4, pour tout θ ∈]0, π[, on a sin(θ)Tn(cos(θ))− sin((n+ 1)θ) = 0.

C’était une indication pour la question suivante...

(b) On dérive deux fois l’égalité précédente sur ]0, π[.

Pour tout θ ∈]0, π[, on a :

cos(θ)Tn(cos(θ))− sin2(θ)T ′n(cos(θ))− (n+ 1) cos((n+ 1)θ)) = 0.

− sin(θ)Tn(cos(θ))−cos(θ) sin(θ)Tn(cos(θ))−2 cos(θ) sin(θ)Tn(cos(θ))+sin3(θ)T ′′n (cos(θ))−(n+1)2 sin((n+1)θ)) = 0.

En remplaçant sin((n+1)θ)) par sin(θ)Tn(cos(θ)) puis en divisant par sin(θ) (qui est non nul puisque θ ∈]0, π[),
on obtient :

∀θ ∈]0, π[, sin2(θ)T ′′n (cos(θ))− 3 cos(θ)T ′n(cos(θ)) + (n2 + 2n)Tn(cos(θ)) = 0.
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(c) On multiplie l’expression par −1 et on remplace sin2(θ) par 1− cos2(θ). On obtient alors :

∀θ ∈]0, π[, (cos2(θ)− 1)T ′′n (cos(θ)) + 3 cos(θ)T ′n(cos(θ))− (n2 + 2n)Tn(cos(θ)) = 0.

Pour terminer, on considère le polynôme Pn = (X2 − 1)T ′′n + 3XT ′n − (n2 + 2n)Tn = 0.

D’après ce qui précède, pour tout θ ∈]0, π[, Pn(cos(θ)) et donc pour tout x ∈]− 1, 1[, Pn(x) = 0.

Le polynôme Pn possède une infinité de racines, c’est donc le polynôme nul. On a bien démontré :

∀n ∈ N, (X2 − 1)T ′′n + 3XT ′n − (n2 + 2n)Tn = 0.

Exercice 3

1. On calcule d’abord b1 =
a0 + b0

2
=

3

2
. Ensuite, a1 =

√
a0b1 =

√
3.

2. (a) On montre par récurrence sur n ∈ N la propriété suivante :

Pn : an et bn existent et an > 0, bn > 0.

• pour n = 0 c’est immédiat.
• Soit n ∈ N, supposons que Pn est vraie.

bn+1 =
1

2
(an + bn) existe et est strictement positif.

Et comme anbn+1 > 0, on a aussi : an+1 =
√
anbn+1 existe et est strictement positif. D’où Pn+1.

Par le principe de récurrence, on a démontré :

pour tout n ∈ N, an et bn existent et sont strictement positifs.

(b) De manière immédiate, an − bn+1 = an −
1

2
(an + bn) =

1

2
(an − bn) donc

an − bn+1 est du même signe que an − bn.

(c) On a toujours bn > 0. On montre par récurrence que bn < an.
• Pour n = 0 c’est immédiat.
• Soit n ∈ N, supposons le résultat vrai au rang n.
D’après la question précédente et par hypothèse de récurrence

an+1 − bn+1 =
√
anbn+1 − bn+1 =

√
bn+1(

√
an −

√
bn+1) > 0

car an−bn+1 =
an − bn

2
> 0 (d’après l’hypothèse de récurrence) et car la fonction racine est strictement croissante

sur R+.

Par le principe de récurrence, on a montré :

∀n ∈ N, 0 < bn < an.

(d) Soit n ∈ N. On reprend la majoration précédente :

an+1 − bn+1 =
√
bn+1(

√
an −

√
bn+1) =

√
bn+1

√
an +

√
bn+1︸ ︷︷ ︸

≤1

(an − bn+1) ≤ an − bn+1 =
1

2
(an − bn)

ce qu’on voulait.

(e) Par une récurrence rapide, on montrerait que pour tout n ∈ N, on a an − bn ≤
1

2n
(a0 − b0).

Et avec les valeurs de a0 et b0, on trouve bien :

∀n ∈ N, an − bn ≤
1

2n
.
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(f) En premier lieu, on a 0 < an − bn ≤
1

2n
donc par le théorème d’encadrement,

lim
n→+∞

(an − bn) = 0.

De plus, pour tout n ∈ N, on a :

• an+1 − an =
√
an

(√
bn+1 −

√
an

)
≤ 0 car bn+1 ≤ an.

• bn+1 − bn =
an − bn

2
≥ 0.

Donc la suite (an)n∈N est décroissante et la suite (bn)n∈N est croissante.

Les suites (an)n∈N et (bn)n∈N sont adjacentes.

On note ` leur limite commune.

On utilisera dans la suite :

∀n ∈ N, bn ≤ bn+1 ≤ ` ≤ an+1 ≤ an.

3. On définit deux suites (xn)n∈N∗ et (yn)n∈N∗ définies par :

∀n ∈ N∗, nxn = a0 + a1 + · · ·+ an−1 et nyn = b0 + b1 + · · ·+ bn−1.

(a) La suite (an)n∈N est décroissante. On minore chaque terme par le plus petit, c’est-à-dire le dernier.

nxn = a0 + a1 + · · ·+ an−1 ≥ nan−1.

La suite (bn)n∈N est croissante. On majore chaque terme par le plus grand, c’est-à-dire le dernier.

nyn = b0 + b1 + · · ·+ bn−1 ≤ nbn−1.

En divisant les deux inégalités par n > 0, on a bien :

∀n ∈ N∗, xn ≥ an−1 et yn ≤ bn−1.

(b) On a les égalités suivantes.

(n+ 1)(xn+1 − xn) =
(

(n+ 1)xn+1 − nxn
)
− xn = an − xn ≤ an − an−1

d’après la question précédente. Or la suite (an)n∈N est décroissante, donc an − an−1 ≤ 0, et par conséquent
xn+1 − xn ≤ 0.
De même, on a :

(n+ 1)(yn+1 − yn) =
(

(n+ 1)yn+1 − nyn
)
− yn = bn − yn ≥ bn − bn−1 ≥ 0

car la suite (bn)n∈N est croissante.
Finalement, on a montré :

la suite (xn)n∈N∗ est décroissante et (yn)n∈N∗ est croissante.

(c) Pour tout n ∈ N∗, on a :
n(xn − yn) = (a0 − b0) + · · ·+ (an−1 − bn−1).

Or, d’après Q2, pour tout k ∈ N, 0 < ak − bk ≤
1

2k
. En ajoutant ces encadrements, on obtient :

0 ≤ n(xn − yn) ≤ 1 +
1

2
+ · · ·+ 1

2n−1
=

1− 1/2n

1− 1/2
≤ 1

1− 1/2
= 2.

On a bin pour tout n ∈ N, on a 0 ≤ n(xn − yn) ≤ 2.
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(d) On a donc 0 ≤ xn − yn ≤
2

n
et par encadrement lim

n→+∞
(xn − yn) = 0.

D’après les deux questions précédentes, les suites (xn)n∈N∗ et (yn)n∈N∗ sont adjacentes donc elles convergent vers
une même limite que l’on note `′.

lim
n→+∞

xn = lim
n→+∞

yn = `′.

(e) D’après la question 3(a), on a pour tout n ∈ N∗ : xn ≥ an−1 et yn ≤ bn−1.
En passant à la limite dans ces inégalités (elles existent !), on obtient `′ ≥ ` et `′ ≤ `. Et finalement ` = `′.

4. (a) Dans l’expression de vn, on minore les ak par ` ≥ b0 > 0, et dans la seconde, on minore les bk par b0.
On obtient :

∀n ∈ N, vn ≥
`

n
(1 + 2 + · · ·+ (n− 1)) =

`n(n− 1)

2n
=
`(n− 1)

2
.

∀n ∈ N, wn ≥
b0
n

(1 + 2 + · · ·+ (n− 1)) =
b0n(n− 1)

2n
=
b0(n− 1)

2
.

Et par minoration, lim
n→+∞

vn = +∞ et lim
n→+∞

wn = +∞.

(b) On peut utiliser les cours sur les séries (ou calculer explicitemenet cette somme en dérivant
n∑

k=0

xk).

On a par croissances comparées,
p

2p
= o

p→+∞

(
1

p2

)
et
∑ 1

p2
converge (Riemann), donc, par comparaison (les

termes sont positifs), la série
∑ p

2p
converge.

Par définition, ses sommes partielles sont convergentes, et donc elles sont bornées.

(Sn)n∈N∗ est bornée.

(c) Puisque ak − bk > 0, on a encore vn − wn ≥ 0.

De plus, en majorant ak − bk par
1

2k
, on obtient :

0 ≤ vn − wn ≤
1

n
(1 + 2.

1

2
+ · · ·+ (n− 1)

1

2n−1
) =

Sn−1
n

.

Comme (Sn)n∈N∗ est bornée, on a lim
n→+∞

Sn−1
n

= 0 et par le théorème d’encadrement :

lim
n→+∞

(vn − wn) = 0.

(d) On a pour tout k ∈ N, bk ≤ ` ≤ ak et donc :

nwn = b1 + 2b2 + · · ·+ (n− 1)bn−1 ≤ `+ 2`+ · · ·+ (n− 1)` ≤ nwn

En divisant par n2 > 0, on obtient :

wn

n
≤ `

n2
(1 + 2 + · · ·+ n− 1) ≤ vn

n
.

Et donc

∀n ∈ N∗,
wn

n
≤ `

2

n− 1

n
≤ vn

n
.

(e) Les encadrements précédents nous donnent :

0 ≤ vn
n
− `

2

n− 1

n
≤ vn

n
− wn

n
=
vn − wn

n
.

Par le théorème d’encadrement : lim
n→+∞

(
vn
n
− `

2

n− 1

n

)
= 0 et donc lim

n→+∞

vn
n

=
`

2
.
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De même,

0 ≤ `

2

n− 1

n
− wn

n
≤ vn

n
− wn

n
=
vn − wn

n

et donc on a encore lim
n→+∞

wn

n
=
`

2
.

5. C’est la même démarche que la preuve du théorème de Cesàro.
Cela revient à montrer que : 1

n(n+ 1)

n∑
p=1

pup

− `

2
=

1

n(n+ 1)

 n∑
p=1

pup −
n∑

p=1

p`

 =
1

n(n+ 1)

n∑
p=1

p(up − `)

tend vers 0.
On revient pour cela à la définition de limite, on coupe la somme en deux... etc...
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