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Lycée Chatelet

Devoir surveillé 1 - Correction

Exercice 1
Partie I :
1. La fonction f,, est dérivable sur | — 1, +o0o[ et

_ , _ n 1 n-1-x
Ve > —1, f”(x)_(:ﬁ+1)2 il @i

Ainsi, f](z) est du signe de n — 1 — x et s’annule en x =n — 1 > —1 car n > 0.
e Comportement en +00o : on a de maniére immédiate lir+n fn(x) = —o0 (pas de forme indéterminée).
T—r+00

e Comportement en —1 : par croissances comparées, uIn(u) tend vers 0 quand v — 0, et on a

fala) = 1y (1 4+0) = e — (o Dn@ +1) -2 —o0.

e Tableau des variations :

x —1 n—1 +o0
() ||l + 0 -
n—1—In(n)
fa — T
—00 —00

2. La fonction f,, est continue et strictement croissante sur | — 1,n — 1] donc elle réalise une bijection de | — 1,n — 1] sur
son image | — oo, n — 1 —In(n)]. Vérifions que 0 est bien dans I’ensemble d’arrivée, c’est-a-dire que n — 1 —In(n) > 0.

Pour tout © > —1, on a In(14+u) < u (& connaitre! ou bien a retrouver rapidement par une petit étude de fonction)
avec égalité uniquement pour u = 0 donc, puisque n > 2, u=n—1>1>0et n—1—1In(n) > 0.

Finalement, 0 €] — co,n — 1 — In(n)[ et il existe un unique v, €] — 1,n — 1] tel que f,,(v,) = 0.

On démontrerait de maniere analogue, qu’il existe un unique u,, €|n — 1, +oo[ tel que f,(u,) = 0.
Donc finalement, il existe bien un unique couple (u,,v,) € R? tel que :

’ —1l<v,<n—-1<u, et fn(un):fn(vn):Q‘

3. On remarque que 0 est une solution évidente de f,(x) = 0. Ainsi, 0 est I'une des deux solutions trouvées et que

—1<0<n-—1. Ondonc

4. On se propose de déterminer un équivalent de u,,.

(a) Pour tout n > 2, on a u,, > n — 1 par minoration | lim wu, = +oo.
n—+o00

(b) Comme la fonction f, est strictement décroissante sur [n — 1,4oc[ et comme u, € [n — 1,400 et n? — 1 €
[n — 1, +00], pour comparer u, et n?> — 1, il suffit de comparer leurs images par f,.

’-1 1
LQ) —In(n?)=n— - —2In(n) — +oo.
n n n—+-00

fu(n®—1) =

Par conséquent, il existe ng € N, tel que pour tout entier n > ng on ait f,(n?—1) > 0 = f,,(u,). Par décroissance
de fy, sur [n — 1, +o00[, on obtient

‘ElnoeN,VneN\{O,l}, n>ny — unan—l.‘




Ny, n

(¢) On a f,(u,) =0 donc In(1+ u,) = 17_?2” Ainsi, In(1 +u,) —n = 1+ u, T + Uy or
0< " 1 — 0.

< = —
“1l4u,  14+n2—-1 nnotoo

Par le théoreme des Gendarmes, on trouve | lim (ln(l +up) — n) =0.

n—-+00
. . 14+ uy, n
(d) En composant par exp on obtient lim =1letdoncl+u, ~ e"
n—+4+o0o e n—+oo
Et comme lim w, =+oco0,onal+u, ~ u,.Finalement
n—-+00 n—-+0o
Uy ~ e
n——+o0o

Partie 1I :
1. On pose pour tout = > —1, g(x) = f(x) — . La fonction g est dérivable et

N _ 2 1  —z(z+3)
ve>-lo g =S@)-l=ray T T T e

Ainsi, pour z > —1, ¢/(z) est du signe de x et on obtient le tableau de variations suivant.

x -1 0 400
g'(x) | |l + 0 -
0
, / \
—0 —00

Par conséquent, Vz > —1, g(x) <0 et g s’annule uniquement en 0. Ce qui donne pour f :

‘Vw>—1, flx) <z et f(ac):0<:>x:0.‘

2. D’apres le tableau de variations dans les préliminaires, la fonction f est continue et croissante sur l'intervalle [0,n—1] =
Ainsi‘ L’intervalle [0, 1] est stable par f. ‘

Or zg € [0,1] donc par une récurrence immédiate, on montrerait que z, est bien définie pour tout n € N et que
xn € [0,1].

3. D’apres la Partie II, on a Vo > —1, f(z) < x.
Avec z =z, € [0,1] C] — 1, +00[, on obtient z,+1 = f(z,) < x, et donc

‘ La suite (z,,)nen est décroissante. ‘

4. La suite (xy)nen est décroissante et minorée (par 0) donc elle converge vers ¢ € [0, 1]. En passant a la limite dans
ZTnt1 = f(zn) et puisque f est continue en ¢, on obtient f(¢) = ¢ et donc ¢ = 0.

lim =z, =0.
n—-+00




Exercice 2
On consideére la suite (7},)nen de polynomes de R[X] définie par :
To=1, Th=2X e VneN~{0,1}, T, =2XT,—1 —Tph—o.
1.OnaTh=2XT, — Ty =4X?—1et T3 =2XT, — T} =8X3 —4X.
2. Pour n € N, on note P,, la propriété suivante.

deg(T},) = n, le coefficient dominant de 7;, est 2"
P, : et
T, est de méme parité que n.
Initialisation : les propriétés Py et P; sont vraies par choix de Ty et T7.

Hérédité : Soit n € N, supposons que P,, et P12 sont vraies.
On a donc : Tyyo = 2XTpy1 — T, = 2X (27T X" 4 termes de deg <n +1) — T},
Come T}, est de degré n, le terme dominant de T},; 2 est bien 2"2X"+2 ce qu’on voulait.

Enfin T),42(—X) = —2XT,,41(—X) —T,(—X). Or, par hypothese de récurrence, 1), est de méme parité que n donc
To(—X) = (=1)"T(X). Et de méme, T, 1(—X) = (=1)" T, 1(X).
On obtient :

Toya(=X) = =2X (= 1)1 (X) = (-1)"Tn(X) = (-1)" 22X Tp1 (X) = Tu(X)) = (=1)" P Ts2(X).
Ainsi, T),12 est de méme parité que n.

Conclusion : par le principe de récurrence a deux pas (ou d’ordre 2), P, est vraie pour tout n € N, donc :

Pour tout entier n € N, deg(7},) = n, le coefficient dominant
de T}, est 2™ et T,, est de méme parité que n.

3. On évalue en X =1 la relation de récurrence. On obtient :
Vn €N, Th12(1) — 2T,41(1) + T, (1) = 0.
On reconnait une suite récurrente d’ordre 2 dont I’équation caractéristique associée est :
2 —2r+1=(r—1%=0.
D’apres le cours, il existe des réels A et B tels que :
VneN, T,(1)=(An+ B)1" = An+ B.
Or,To(1) =1=Bet T1(1) =2= A+ B donc :

| VneN, T,(1)=n+1. |

4. On le démontre encore par une récurrence d’ordre 2.

in((1)0
Initialisation : Pour tout 6 €]0, 7[, To(cos(f)) =1 = M

sin(6)

Donc le résultat demandé est vrai pour n = 0 et pour n = 1.

sin((2)0)

et T (cos(f)) = 2 cos(f) = sin(6)

Hérédité : Soit n € N. Supposons le résultat demandé vrai pour n et n + 1. Montrons-le pour n + 2. On a les
égalités suivantes.

Thia(cos(0)) = 2cos(0)Ty41(cos(f)) — Ty (cos(h))

sin((n +2)0)  sin((n +1)0)

= 2cos(0) n(0) (6]

_ Sin1(9> (2 cos(6) sin((n + 2)8) — sin((n + 1)9))

— 1 . : . _ sin((n + 3)0)
= 0 (sm((n +3)0) + sin((n + 1)8) — sin((n + 1)9)) = W



On a utilisé pour obtenir la derniére ligne : 2sin(a) cos(b) = sin(a + b) + sin(a — b).
Ainsi le résultat est vrai au rang n + 2.

i 1
Conclusion : Par le principe de récurrence double : | Vn € N, V6 €]0, 7|, T, (cos(0)) = sin(n + 1)6)

sin(0)
5. Soit 0 €]0,w[. En utilisant les résultats précédents, on a les équivalence suivantes.
T,(cos(d)) =0 <= sin((n+1)0)
<— dJke€Z, (n+1)8=knm
— WkeZ =k
n+1
Pour k € [1,n], on a 6 = k% €)0, 7], et ’équivalence précédente donne :
n
Vk € [1,n], T,(cos(f;))=0.
T
0O t kell = Ox) = k——- 1 .
n note pour [1,n], zx = cos(6) cos( n—i—l)

D’apres ce qui précede, puisque 6y €]0, 7[, on a bien zy €] — 1,1].
De plus 6y, ..., 0, €]0, 7| sont distincts et cos est injective sur |0, 7[ donc les images x1, ..., x, sont aussi distinctes.

Finalement ‘ pour tout n € N, T, admet n racines réelles distinctes dans | — 1, 1]. ‘

6. Comme T, est de degré n, il a au plus n racines réelles distinctes comptées avec multiplicité. Donc, d’apres la
questions précédentes, x1, ..., x, sont les seules racines de T,, et elles sont simples.

Or, d’apres la question 2, le coefficient dominant de 7;, est 2" donc :

n n

N n n ] km
VneN*, T, =2 H(X—xk):2 H(X—Cos<n+1)>.

k=1 k=1

7. D’apres la question 3, et en utilisant 1 — cos(u) = 2sin?(u/2), on obtient :

n

T.(1)=n+1=2"]] <1 — cos (nkf1>> = 2”£[1 (251112 (2(52:1))) - 22”k1i[lsin2 (2(:'2:1)> .

k=1

Apres calculs, et en prenant la racine :

n
Vn € N¥, H sin
k=1

<2( km ) vntl

n+1)) 2

8. (a) D’apres la question 4, pour tout 6 €]0, x[, on a sin(#)T,(cos(d)) — sin((n + 1)8) = 0.
C’était une indication pour la question suivante...
(b) On dérive deux fois 'égalité précédente sur |0, 7.
Pour tout 6 €]0,7[, on a :
cos(0) Ty (cos(8)) — sin? ()T (cos(h)) — (n + 1) cos((n +1)8)) = 0.
— sin(0) T, (cos(6))—cos() sin(8) T, (cos(6))—2 cos() sin(6) T}, (cos(6) ) +sin(0) T (cos(8))— (n+1)% sin((n+1)6)) = 0.

En remplagant sin((n+1)#)) par sin(6)7T,(cos(#)) puis en divisant par sin(#) (qui est non nul puisque 6 €]0, 7[),
on obtient :

V6 €]0, [, sin?(0)T (cos(6)) — 3 cos(0)T! (cos(6)) + (n? + 2n) Ty (cos(f)) = 0.




1. On calcule d’abord b; =

2. (a)

(c) On multiplie 'expression par —1 et on remplace sin?(f) par 1 — cos?(#). On obtient alors :

V6 €]0, 7|, (cos?(8) — 1)TY (cos(8)) + 3cos(8)T) (cos(h)) — (n? + 2n)Ty(cos(h)) = 0.

Pour terminer, on considére le polynome P, = (X2 — 1)T + 3XT), — (n* + 2n)T,, = 0.
D’apres ce qui précede, pour tout 6 €]0, 7[, P,(cos(#)) et donc pour tout z €] — 1,1[, P,(x) = 0.
Le polynoéme P, possede une infinité de racines, c’est donc le polynéme nul. On a bien démontré :

Vn €N, (X2 - 1)TY +3XT, — (n®+2n)T,, = 0.

Exercice 3

b 3
CLO;— 0 _ 7 Ensuite, a; = Vagb = V3.

On montre par récurrence sur n € N la propriété suivante :

Pn : ay, et b, existent et a, > 0,b,, > 0.
e pour n = 0 c’est immédiat.
e Soit n € N, supposons que P,, est vraie.

bn+1 = =(an + by) existe et est strictement positif.

5
Et comme apb,41 > 0, on a aussi : apr1 = y/anbpy1 existe et est strictement positif. D’ott Pp41.

Par le principe de récurrence, on a démontré :

‘ pour tout n € N, a,, et b, existent et sont strictement positifs.

1 1
De maniere immédiate, a,, — by11 = a, — §(an +byp) = E(an — by,) donc

’ an, — bpy1 est du méme signe que a,, — by,. ‘

On a toujours b, > 0. On montre par récurrence que b, < a,.
e Pour n = 0 c’est immédiat.

e Soit n € N, supposons le résultat vrai au rang n.

D’apres la question précédente et par hypothese de récurrence

An4+1 — bn+1 =/ anbn+1 - bn—|—1 =V n+1 Van — n+1

an —b . . . .
" > 0 (d’apres I'hypothese de récurrence) et car la fonction racine est strictement croissante

2

car an—bp41 =
sur RT.

Par le principe de récurrence, on a montré :

\VneN, O<bn<an.\

Soit n € N. On reprend la majoration précédente :

1 1
An+4+1 — bn+1 = \/T—i—l \/ n+1 n+ - bn+1) <ap— bn+1 = i(an - bn)

rw?l

ce qu’on voulait.

Par une récurrence rapide, on montrerait que pour tout n € N, on a a,, — b, < 27(a0 —bp).
Et avec les valeurs de ag et by, on trouve bien :

1
vneN, a,—b, < —.




1
(f) En premier lieu, on a 0 < a,, — b, < on donc par le théoreme d’encadrement,

nll)l}_loo(an —b,) =0.

De plus, pour tout n € N, on a :

® Gpi1 — Ap = /Gy (\/bn+1 — \/an) <0 car byy1 < ay.

an — by

.bn+1_bn: > 0.

Donc la suite (a,)nen est décroissante et la suite (b,)nen est croissante.

‘ Les suites (ap)nen €t (by)nen sont adjacentes.

On note ¢ leur limite commune.

On utilisera dans la suite :

Vn € N, by < bpr1 < 4 < apy1 < ay.
3. On définit deux suites (zy,)nen* €t (Yn)nen+ définies par :
Vn € N¥, nrn, =ag+a1+---+an_1 e ny,=byg+b+---+by_1.
(a) La suite (an)nen est décroissante. On minore chaque terme par le plus petit, c’est-a-dire le dernier.
nr, =ag+ay+---+ap-1 > nNap_1.
La suite (b, )nen est croissante. On majore chaque terme par le plus grand, c’est-a-dire le dernier.
nYyn =bo+ b1+ +bp_1 < nbp_1.

En divisant les deux inégalités par n > 0, on a bien :

‘ VneN*, x, >ap1ety, <b, 1.

(b) On a les égalités suivantes.

(n+ 1) (xps1 — xpn) = ((n + Dzpgr — nxn> — Xy =y — Ty, < Ay — 1

d’apres la question précédente. Or la suite (a,)nen est décroissante, donc a,, — an—1 < 0, et par conséquent
Tpg1 — T < 0.
De méme, on a :

(n + 1)(yn+1 - yn) = ((n + 1)yn+1 - nyn) —Yn = bn —Un > bn - bn—l > 0

car la suite (by,)nen est croissante.
Finalement, on a montré :

’ la suite (2, )nen+ est décroissante et (yp)nen+ est croissante. ‘

(c) Pour tout n € N*, on a :
n(xn - yn) = (CLO - bO) +-+ (an—l - bn—1)~

1
Or, d’apres Q2, pour tout k € N, 0 < ap — by < ok En ajoutant ces encadrements, on obtient :

11—y 1
on—=1 1 -1/2 = 1-1/2

1
Oﬁn(xn—yn)§1+§+~-+ 2.

On a bin | pour tout n € N, on a 0 < n(z, —y,) < 2. ‘




2
(d) On adonc 0 <z, —y, < — et par encadrement lim (z, —y,) =0.
n n—+oo

D’apres les deux questions précédentes, les suites (2, )nen+ et (yn)nen+ sont adjacentes donc elles convergent vers
une méme limite que I’on note ¢'.

lim z, = lim =/.
n—-+o0o n n—>+ooyn

(e) D’apres la question 3(a), on a pour tout n € N* : x,, > a,—1 et y, < bp_1.
En passant & la limite dans ces inégalités (elles existent!), on obtient ¢/ > ¢ et ¢’ < ¢. Et finalement

4. (a) Dans lexpression de v, on minore les a; par £ > by > 0, et dans la seconde, on minore les by par by.

On obtient : ' tn Do N
n(n — n—
n e Up > n( +2+---4+(n-1)) o 5
bo bgn(n — 1) bo(n — 1)
N n> —(1+2+--- —1)) = = .
Vn € Wn 2 — 1+2+---4+(n-1)) 5 5
Et par minoration, | lim v, =4ocoet lim w, = 4o0.

n—-+o0o n—-+o00

(b) On peut utiliser les cours sur les séries (ou calculer explicitemenet cette somme en dérivant Z ).
k=0

. P p
On a par croissances comparées, — =
2p

1 1
= O+ () et Z — converge (Riemann), donc, par comparaison (les
p—+00

p? p?
termes sont positifs), la série Z % converge.

Par définition, ses sommes partielles sont convergentes, et donc elles sont bornées.

‘ (Sn)nen+ est bornée. ‘

(c) Puisque ar — by > 0, on a encore v, — wy, > 0.

1
De plus, en majorant ag — by par —, on obtient :

2k’
1 1 1 Sn—1
0<vn—wp < (L4254 +(n-1gmg)=—"—.
Sn—l

Comme (S, )nen+ est bornée, on a  lim = 0 et par le théoreme d’encadrement :

n—-+4oo n

nEI—‘,l:loo(vn — wy) = 0.

(d) On a pour tout k € N, b, < ¢ < ay, et donc :
nwp =by +2ba+ -+ (n—1Dbyp_1 <l +20+---+ (n—1)¢ < nw,

En divisant par n? > 0, on obtient :

Et donc

Ifn—1 ¢
Par le théoreme d’encadrement : lim <vn _tn ) =0et donc| lim On _ 3




De méme,

In—1 w, v, w, vU,—w,

0< = -— < ——=—=
2 n n n n n
. w, £
et donc on a encore lim — = —.
n—+oo N 2

5. C’est la méme démarche que la preuve du théoreme de Cesaro.
Cela revient a montrer que :

1 - 1 1 - - 1
n(n+1);p“p T2 nn+ 1) ;p“p_pz;pe *n(n+1)zp(“p_£)

tend vers 0.
On revient pour cela a la définition de limite, on coupe la somme en deux... etc...



