PSI 2023-2024
Lycée Chatelet

Devoir surveillé 1

le mercredi 13 septembre (15h30-18h)

Les calculatrices, les téléphones portables et objets connectés (montres...) ne sont pas autorisés.

Exercice 1

Pour tout entier n > 2, on considére la fonction f,, définie sur | — 1, +oo[ par :

Ve €] -1, 400],  falz)= 1”& ~In(1 + ).

Partie I :

1. Etudier les variations de f,,. On déterminera soigneusement ses limites en —1 et en +oc.
2. Démontrer qu’il existe un unique réel u,, et un unique réel v, tels que

1<, <n—1<u, et fn(up) = fo(vn) = 0.
3. Que vaut v, ?
4. On se propose de déterminer un équivalent de u,,.

(a) Déterminer la limite de la suite (uy)p>2.
(b) Déterminer lim f,(n? —1).
n——+00
En déduire qu’il existe un entier ng tel que pour tout n € N~ {0,1} on a
n > ng = Uy > n? — 1.
(c) Montrer que lim (ln(l + up) — n) =0.

n—-+00
(d) En déduire un équivalent de u,, quand n tend vers +oo.

Partie II :

2z

On pose dans cette partie n = 2 et f = fa, c’est-a-dire Vo €] — 1, 40|, f(z) = T
z

—In(1 + x).

On considere la suite récurrente (z,,),cn définie par

To € [07 1]7

2y,
VneN, zpy1= f(xn) - -

1+,

Montrer que pour tout z > —1 on a f(z) < x et déterminer les z €] — 1, +00] tels que f(x) = x.
Montrer que la suite (z,)nen est bien définie et que pour tout n € N, on a z,, € [0, 1].

Montrer que la suite (z,)pen €st monotone.

En déduire qu’elle est convergente et déterminer sa limite.

=P



Exercice 2

On consideére la suite (T),),en de polynomes de R[X] définie par :
To=1, Ti=2X et VYneN~{0,1}, T =2XTy 1 — Thoo.

Calculer T et T3.
Déterminer en fonction de n, le degré, le coefficient dominant et la parité de T,,.

Pour tout entier n € N, calculer T, (1) en fonction de n.

> 2R

Démontrer que pour entier n € N et pour tout 6 €]0, 7[, on a 'égalité :

sin((n + 1)0)

Tn(cos(9)) = Sin(0)

5. En déduire pour tout n € N, T;, admet n racines réelles que l'on déterminera explicitement.
Justifier que toutes ces racines sont dans | — 1, 1] et qu’elles sont distinctes.

6. Justifier que, pour tout n € N*, on a :

= (- (251)).

k=1

n
k
7. En déduire pour tout n € N*, la valeur de kl:[l sin <2(nil)> .

8. (a) Que vaut sin(0)T;,(cos(d)) — sin((n + 1)8) pour 6 €]0, 7[?
(b) En déduire que pour tout n € N, on a :

Vo €]0, 7|, SiHZ(Q)Tg(COS<9)> — 3cos(0)T) (cos(f)) + (n2 + 2n)T,(cos(9)) = 0.
(c) Démontrer enfin que :

Vn € N, (X% - V)T +3XT, — (n® +2n)T,, = 0.



Exercice 3

Les démonstrations proposées ne devront pas utiliser le théoréme de Cesaro (hors-programme).

On considere les suites (ap)nen €t (bn)nen définies par ag = 2, bg =1 et :

1
Vn € N, ni1 = \Vapbpi1 et by = §(an + by).

Attention, ce n’est pas tout-a-fait comme dans le cours (indice n+1).

1. Calculer a; et by.

2. (a)
(b)
()

(d)
(e)

(e)

Justifier I’existence de ces deux suites et montrer que pour tout n € N, a,, et b, sont strictement positifs.
Montrer que a,, — bp+1 est du méme signe que a, — by,.
En déduire que :

YneN, 0<b,<ap.

On pourra raisonner soigneusement par récurrence.

1
Montrer que pour tout n € N, on a a,, — b, < %
Déduire des résultats précédents que les suites (ap)nen €t (by)nen sont adjacentes.

On note ¢ leur limite commune.

. On définit deux suites (xp)nen+ et (Yn)nen+ définies par :

Vn € N¥, nry, =ap+ay+--+an_1 et ny, =byg+br+--+by_1.

Montrer que x, > a,_1, puis que y, < b,_1.
Montrer que la suite (2, )nen+ est décroissante et (y,)nen+ est croissante.
On pourra déterminer le signe de (n + 1)(Tp+1 — ) et de (n+ 1)(Yn+1 — Yn)-
Démontrer que pour tout n € N, on a 0 < n(z, —y,) < 2.
En déduire que les suites (2, )nen €t (Yn)nen+ convergent vers une méme limite que I'on note ¢'.

Montrer enfin que ¢ = /.

définit deux suites (vy,)nen+ €t (wn)nen+ définies par :

1 1
Vn € N*, vn:E(a1+2a2+---+(n—1)an_1) et wn:ﬁ(b1+2b2+"'+(n—1)bn_1).

Démontrer que lim v, = 4+ocoet lim w, = 4oo.
n—-+o00 n—-+o0o

n
Pour tout n € N*, on note S,, = Z %. Montrer que la suite (Sy,)nen+ est bornée.
p=1

En déduire que lim (v, —w,) = 0.
n—-+00

Démontrer que pour tout n € N*, on a :
w, _fn—1 v,

Si
n n

O |

2.5 . (%
En déduire que lim — = lim — = =.
n——4o0o M n—+o0o M 2

. Plus généralement, si (u,)nen est une suite complexe convergent vers ¢ € C, démontrer que :

1 = 4
lim [——— ==
n—too \ n(n+1) pzlp”” 2

n(n—i—l).

n
On rappelle que Zp = 5

p=1



