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Devoir non surveillé 8 - Correction

Problème

Endomorphismes échangeurs

D’après un corrigé de C. Devulder
Les questions préliminaires ont été ajoutées, elles ne figuraient pas dans l’énoncé. Ce sont des questions de cours
qui permettaient d’éviter certaines confusions.

A. Quelques considérations en dimension 2

1. La trace est linéaire et donc pour tout u ∈ L(E), Tr(−u) = −Tr(u).

Si u vérifie (C3) alors il existe un automorphisme ϕ de E tel que −u = ϕ ◦ u ◦ ϕ−1 et donc

Tr(−u) = −Tr(u) = Tr(ϕ ◦ u ◦ ϕ−1) = Tr(ϕ−1 ◦ (ϕ ◦ u)) = Tr(u)

et la trace de u est donc nulle.

Si u vérifie (C3) alors Tr(u) = 0

2. Méthode 1 : Puisque la trace de u est nulle, la matrice de u dans une base B de E est de la forme :

M =

(
a c
b −a

)
.

Et donc, M ×M = M2 =

(
a2 + bc 0

0 a2 + bc

)
= (a2 + bc)I2 = − det(M)I2.

Par conséquent, u2 = − det(u)IE = δ2IE.

Méthode 2 : E étant de dimension 2, χu = X2 − Tr(u)X + det(u) = X2 − δ2. Ce polynôme annulant u
(Cayley-Hamilton) on en déduit que u2 = δ2IdE.

Le spectre est l’ensemble des racines de χu = χM et vaut ici {δ,−δ}.
On a deux valeurs propres en dimension 2 et comme les sous-espaces propres sont en somme directe, il ne
peuvent qu’être de dimension 1.

u2 = δ2IdE, Sp(u) = {δ,−δ}, dim(Eδ(u)) = dim(E−δ(u)) = 1

3. Notons e+ un vecteur propre pour δ et e− un vecteur propre pour −δ. Ces vecteurs sont indépendants et
on a

u(e+ + e−) = δ(e+ − e−)

D = Vect(e++e−) est une droite (car e++e− 6= 0) et elle n’est pas stable par u (car δ 6= 0 et (e++e−, e+−e−)
est libre car (e+, e−) l’est). On a donc u(D) 6⊂ D.
Posons F = D et G = u(D). Ce sont des droites (car u est inversible et conserve la dimension) non égales
et donc en somme directe (intersection réduite à {0}). Par dimension, ce sont des supplémentaires de E.
Par définition, u(F ) = G. De plus u(G) = u2(F ) = δ2F = F . Ainsi,

u est échangeur
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B. La condition (C1) implique (C2) et (C3)

4. Un calcul par blocs montre que (
0n B

0p,n 0p

)2

=

(
0n 0n,p

0p,n 0p

)
= 0n+p

On montre de même que (
0n 0n,p
A 0p

)2

=

(
0n 0n,p

0p,n 0p

)
= 0n+p

M =

(
0n 0n,p
A 0p

)
+

(
0n B

0p,n 0p

)
est somme de deux matrices de carré nul

5. On vérifie par un calcul par blocs, par exemple, que

D2 = In

D est donc inversible et est son propre inverse. Le calcul par blocs donne aussi

DMD−1 = DMD =

(
0n B
−A 0p

)(
In 0n,p

0p,n −Ip

)
=

(
0n −B
−A 0p

)
= −M

Par définition de la similitude,

M et −M sont semblables

6. u(F ) ⊂ G indique qu’il y a un bloc de 0 en haut à gauche.
u(G) ⊂ F indique qu’il y a un bloc de 0 en bas à droite.
Finalement

∃A,B/ MatB(u) =

(
0n B
A 0p

)
7. Si F et G sont non nuls, la question 4 montre que u vérifie (C2) en utilisant l’isomorphisme entre endomor-

phisme et matrice associée dans la base B. La question 5 montre de même que u et −u sont semblables.
Si F est nul, alorsG = E et Im(u) = u(G) ⊂ F = {0}. u est l’endomorphisme nul qui vérifie immédiatement
(C2) et (C3). C’est la même chose si G = {0} (travailler alors avec F = E).

u vérifie (C2) et (C3)

C. La condition (C2) implique (C1) : cas d’un automorphisme

8. Si x ∈ Im(f), il existe y tel que x = f(y) et donc f(x) = f 2(y) = 0. Ainsi x ∈ ker(f). On a donc
Im(f) ⊂ Ker(f) et par suite dim(Im(f)) ≤ dim(Ker(f)).

Par théorème du rang,

dim(E) = dim(ker(f)) + dim(Im(f)) ≤ 2 dim(ker(f))

On a donc

Im(f) ⊂ ker(f) et dim(ker(f)) ≥ dim(E)
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9. Soit x ∈ ker(a) ∩ ker(b). On a u(x) = a(x) + b(x) = 0 et comme u est injective x = 0.

Ceci montre que la somme ker(a) + ker(b) est directe.

Soit x ∈ E ; on a x = u(u−1(x)) = a(u−1(x)) + b(u−1(x)) ∈ Im(a) + Im(b). Or Im(a) ⊂ ker(a) (car a2 = 0)
et Im(b) ⊂ ker(b) (car b2 = 0), donc x ∈ ker(a) + ker(b).

Finalement

E = ker(a)⊕ ker(b)

De plus, Im(a) ⊂ ker(a) et Im(b) ⊂ ker(b). ker(a) ∩ ker(b) = {0} entrâıne ainsi Im(a) ∩ Im(b) = {0} et
donc la somme Im(a) + Im(b) est directe.

Mais on a aussi ∀x ∈ E, x = u(u−1(x)) = a(u−1(x))+b(u−1(x)) ∈ Im(a)+Im(b) et donc E = Im(a)+Im(b)
et finalement E = Im(a)⊕ Im(b).

Si l’une des inclusions Im(a) ⊂ ker(a) ou Im(b) ⊂ ker(b) était stricte, on aurait

dim(E) = dim(Im(a)) + dim(Im(b)) < dim(ker(a)) + dim(ker(b)) = dim(E)

ce qui est une contradiction. Les inclusions sont donc des égalités.

Im(a) = ker(a) et Im(b) = ker(b)

10. On a u(ker(a)) ⊂ a(ker(a)) + b(ker(a)) = b(ker(a)) ⊂ Im(b) = ker(b) et de même u(ker(b)) ⊂ ker(a).
Comme ker(a) et ker(b) sont supplémentaires,

u est échangeur

D. Intermède : un principe de décomposition

11. Soit k ∈ N . Si x ∈ ker(vk) alors vk+1(x) = v(vk(x)) = v(0) = 0 et donc x ∈ ker(vk+1).

Ainsi ker(vk) ⊂ ker(vk+1) et (ker(vk))k∈N crôıt pour l’inclusion

12. La suite de terme général dk = dim(ker(vk)) est donc aussi croissante. Or, elle est majorée (par dim(E)).
Elle est donc convergente.
Comme elle est constituée d’entiers, elle finit par stationner (puisque pour des indices grands, deux termes
consécutifs de la suite sont des entiers distants de moins de 1/2). En notant p le rang à partir duquel la
suite stationne, on peut conclure que

∃p ∈ N/ ∀k ≥ p, ker(vk) = ker(vp)

Comme les noyaux sont embôıtés, on a
⋃
k≤p

ker(vk) = ker(vp). L’intersection avec les noyaux suivants ne

change alors rien puisque ceux-ci sont égaux à ker(vp).

ker(vp) =
⋃
k∈N

ker(vk)

Si p convient, tout entier plus grand que p convient aussi et on peut supposer p pair quitte à le changer
en p+ 1.
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13. Les noyaux étant embôıtés, Ec
λ(f) = ker(vp) ⊂ ker(v2p). Mais ker(v2p) est aussi inclus dans l’intersection

des ker(vk) pour k ≥ p et donc a fortiori dans ker(vp). Ainsi,

Ec
λ(f) = ker(v2p)

Soit x ∈ Ec
λ(f) ∩ Im(vp). Il existe y tel que x = vp(y) et v2p(y) = vp(x) = 0 montre que y ∈ ker(v2p) =

ker(vp) et donc que x = vp(y) = 0. On a donc Ec
λ(f)⊕ Im(vp).

Par théorème du rang, les sommes des dimensions de Ec
λ(f) = ker(vp) et Im(vp) vaut dim(E). La somme

précédente est donc égale à E et nos espaces sont supplémentaires dans E.
Si x ∈ Im(vp), x s’écrit x = vp(y) et v(x) = vp(v(y)) ∈ Im(vp).
Si x ∈ ker(vp) alors vp(v(x)) = v(vp(x)) = v(0) = 0 et donc v(x) ∈ ker(vp).

Ec
λ(f) et Im(vp) sont des supplémentaires de E stables par f .

14. Supposons, par l’absurde, que λ soit valeur propre de f |Im(vp). Il existe alors x ∈ Im(vp) non nul tel que
f(x) = λx c’est à dire tel que x ∈ ker(v) ⊂ Ec

λ. Comme Ec
λ(f) et Im(vp) sont en somme directe, x = 0 et

ceci est contradictoire.
(X − λ)p annule f |Ecλ(f) (par définition de Ec

λ(f)). La seule valeur propre possible pour f |Ecλ(f) est donc λ.

λ /∈ Sp(f |Im(vp)) et Sp(f |Ecλ(f)) ⊂ {λ}

Si Ec
λ(f) n’est pas réduit à {0} (ce qui revient à dire que λ est valeur propre de f), l’inclusion est une

égalité (par exemple car dans un C espace de dimension ≥ 1 tout endomorphisme a au moins une valeur
propre).

15. Les seules valeurs propres possibles de f sont λ et µ. Comme on est dans un C-espace, il existe des entiers
q et r tels que

χf = (X − λ)q(X − µ)r

q et r peuvent être nuls si λ ou µ n’est pas valeur propre mais q + r = dim(E).
Notons g = f |Im(vp). Un polynôme annulant f annule g et le théorème de Cayley-Hamilton indique que

(g − λId)p ◦ (g − µId)r = 0

La question précédente indique que (g − λId)p est inversible (car λ n’est pas valeur propre de g) et en
composant par l’inverse, on a donc

(g − µId)r = 0

En particulier, ∀x ∈ Im(vp), x ∈ ker((g − µId)r) ⊂ ker((f − µId)r) ⊂ Ec
µ(f).

Avec le résultat de la question 13, on a donc

E ⊂ Ec
λ(f) + Ec

µ(f)

Par ailleurs, dans une base adaptée à la décomposition E = Ec
λ(f) ⊕ Im(vp), la matrice de f est bloc-

diagonale d’après la question 13. De plus, la question 14 indique qu’un bloc n’admet que λ comme valeur
propre et l’autre n’admet que µ comme valeur propre. Le polynôme caractéristique du premier bloc est
(X − λ)dim(Ecλ(f)) et celui du second est (X − µ)dim(Im(vp)). Comme le produit de ces polynômes donne χf ,
on a dim(Ec

λ(f)) = q. De même, on a dim(Ec
λ(f)) = q.

Ainsi, E = Ec
λ(f)+Ec

µ(f) et les dimensions sont les bonnes (la dimension de E est la somme des dimensions
des deux autres espaces). On conclut que

E = Ec
λ(f)⊕ Ec

µ(f)
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E. La condition (C2) implique (C1) : cas non bijectif

16. u2 = a2 + a ◦ b+ b ◦ a+ b2 = a ◦ b+ b ◦ a. Ainsi

a ◦ u2 = a2 ◦ b+ a ◦ b ◦ a = a ◦ b ◦ a = a ◦ b ◦ a+ b ◦ a2 = u2 ◦ a

On procède de même avec u2 ◦ b.

a ◦ u2 = u2 ◦ a et b ◦ u2 = u2 ◦ b

17. Comme a commute avec u2, il commute avec toutes les itérées de u2 et donc avec up puisque p est pair.
Ainsi, si x ∈ Im(up), il existe y tel que x = up(y) et a(x) = a ◦ up(y) = up ◦ a(y) ∈ Im(up). Im(up) est donc
stable par a et de même il est stable par b.
aG et bG sont ainsi des endomorphismes de G et a2G = (a2)G = 0 (idem pour b).

a2G = b2G = 0

18. Notons F = Ec
0(u). F et G sont stable par u, et la restriction uF de u à F est nilpotente (0 est la seule

valeur propre avec la question 14) et la restriction uG de u à F est inversible (0 n’est pas seule valeur
propre avec la question 14).
D’après le résultat admis, il existe une décomposition F = F1 ⊕ F2 telle que u(F1) ⊂ F2 et u(F2) ⊂ F1.
Avec la question précédente, uG vérifie (C2) et comme c’est un automorphisme, la partie C s’applique. Il
existe une décomposition G = G1 ⊕G2 telle que u(G1) ⊂ G2 et u(G2) ⊂ G1.
En posant H1 = F1 ⊕ G1 et H2 = F2 ⊕ G2 (le caractère direct des somme découle de F ⊕ G), on a alors
E = H1⊕H2 (on décompose sur F et G et on décompose chaque composante) et u(H1) ⊂ H2, u(H2) ⊂ H1.
Ainsi

u est échangeur

F. La condition (C3) implique (C1)

19. Composons l’identité −u = ϕ ◦ u ◦ ϕ−1 à droite par ϕ−1 et à gauche par ϕ. On obtient

u = −ϕ ◦ u ◦ ϕ−1 = ϕ2 ◦ u ◦ ϕ−2

On en déduit en composant à droite par ϕ2 que

ϕ2 ◦ u = u ◦ ϕ2

20. Comme on est dans un C-espace, ϕ2 possède une valeur propre λ. La question 13 donne E = Ec
λ(ϕ

2)⊕Im(vp)
(où v = ϕ2 − λIE et pour un bon entier p). F = Ec

λ(ϕ
2) et G = Im(vp) sont des supplémentaires de E

stables par ϕ2.
Soit x ∈ F ; on a ϕ2p(x) = 0 et comme u commute avec ϕ2, ϕ2p(u(x)) = u(ϕ2p(x)) = 0. Ainsi, F est stable
par u.
Soit x ∈ G ; on a l’existence de y tel que vp(y) = x. Comme u et v = ϕ2 − λIE commutent, on a
u(x) = vp(u(y)) ∈ G et G est stable par u.
On a vu que ϕ2 ◦ u ◦ϕ−2 = u et comme F et G sont stables par tous les endomorphismes mis en jeu, cette
relation reste vraie pour les endomorphismes induit sur F et G. L’indécomposabilité de u indique que F
ou G est nul et comme F ne ’est pas, c’est que G l’est et que F = E. Ainsi, ϕ2 est annulé par (X − λ)p et
ne possède que λ comme valeur propre.
Si µ est valeur propre de ϕ et x vecteur propre associé alors ϕ(x) = αx et donc ϕ2(x) = α2 = x et donc
α2 = λ.

Sp(ϕ) ⊂ {α,−α} avec α2 = λ unique valeur propre de ϕ2
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21. ϕ admettant au plus deux valeurs propres, on peut lui appliquer la question 15 et obtenir

E = Ec
α(ϕ)⊕ Ec

−α(ϕ)

Notons que l’hypothèse (C3) donne −u ◦ ϕ = ϕ ◦ u et donc

∀x, (ϕ− αIE)(u(x)) = −(ϕ+ αIE)(u(x))

puis par récurrence assez simple (en particulier car ϕ− αIE et ϕ+ αIE commutent)

∀x, (ϕ− αIE)k(u(x)) = (−1)k(ϕ+ αIE)k(u(x))

Soit x ∈ Ec
α(ϕ), c’est à dire que (ϕ−αIE)p(x) = 0. On a alors (ϕ+αIE)p(u(x)) = 0 et donc u(x) ∈ Ec

−α(ϕ).
Ainsi u(Ec

α(ϕ)) ⊂ Ec
−α(ϕ) et de même u(Ec

−α(ϕ)) ⊂ Ec
α(ϕ). En conclusion,

u est échangeur

22. On procède par récurrence sur la dimension de l’espace.

- Initialisation : on suppose que u est un endomorphisme d’un espace de dimension 1 qui vérifie (C3).
Comme l’espace est de dimension 1, u est indécomposable et la question précédente montre qu’il est
échangeur.

- Hérédité : supposons le résultat vrai jusqu’au rang n. Soit u un endomorphisme d’un espace E de
dimension n+ 1 et qui vérifie (C3).
Si u est indécomposable, il est échangeur avec ce qui précède.
Sinon, il existe une décomposition E = F ⊕ G avec F et G non nuls stables par u et tels que uF et
uG vérifient (C3). L’hypothèse de récurrence s’applique à uF et uG et permet de décomposer F et G.
Comme en question 18, on en déduit une décomposition de E qui montre que u est échangeur.

(C3) implique (C1)
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