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Lycée Chatelet

Devoir non surveillé 7 - Correction

Exercice 1

1. On développe suivant la premiere ligne.

—r - 0 0
0 14z . :
D, =(1+42*)Dyy — (—2)| 0 -r . —x 0
: 1+22 —x
0 - 0 -z 1+a2a?

Dans le dernier terme, on développe suivant la premiere colonne. On obtient : D,, = (1+22)D,,_1+z(—2)D,_s.

Vn > 3, Dn = (1 + 332)an1 — $2Dn,2.

2. Le calcul donne Dy =1+ 22 et Dy = (1 + 22)? — 2. Et donc, en choisissant Dy = 1, on a bien :
DQ = (1 + 1’2)D1 - ZL’2D0.

3. Pour n € N*, on pose u,, = D,, — D,,_1. On sait que pour tout n > 2, ona: D, = (1+ xQ)Dn_l — 22D, _5.
Et donc :
Up = D —D n—1 — IQ(Dn_l - Dn_g) = IQUn_l.

La suite (uy,)nen+ est géométrique de raison z* donc, puisque u; = Dy — Dy = z°, on a :

Vn e N*,  w, = 22Dy = 22",

4. On a donc pour tout £ € N* :
Dk - Dk,1 = $2k.

On ajoute ces égalités pour k = 1 a n. La somme est télescopique. Il reste :

n

> (Di=Diy) =Dy —Dy=> 2™
k=1

k=1

esiz=+xlalors2?=1etdoncVn €N, D, =n+ 1.

2(n+1)

]__
o si v # &1 alors 22 # 1 et donc Vn € N, D, szk—i—l—szk *

1l —a2




Probleme 1

1. Un exemple dans R3.

1 1
(a) Le calcul donne M? = §(M + I3) donc f2= fo f = i(f + Ig).
1 -1 3 =3 1 2 30 1 1 30 1
(b) Onadet(f):det(M):§ 3 -1 3 =3 2 -1 2 =3 1 -1 1 =3
3 =3 5 0 -3 2 0 -3 1
(¢) Ker(f — Ig) est un plan d’équation © —y + z = 0. On peut donc choisir e; = (1,1,0) et eo = (0,1, 1).

1
Le calcul donne aussi Ker (f + §IE> =Vect{(—1,1,1)}. Prenons e3 = (—1,1,1).

1 0 —1
(d) Ona|l 1 1]|=-—1%0doncB = (ey,eq,e3) est une base de E.
01 1
1 0 -1
Et la matrice de passage Pde BaB'est P=| 1 1 1
01 1
(e) Par choix de ey, e5 dans Ker(f — Ig), on a f(e;) = ey et f(ez) = es.
1 1
De méme, ez €Ker (f + §IE> donc f(ez) = —5es.
10 0
Par conséquent, on obtient | M’ =P 'MP=| 0 1 0
00 —1/2

2. Supposons que f = alg. On a les équivalences suivantes.

1 1
f?= §(f +1p) <<= o= 5(04115 +1g)

1
= 20 —a—1=0 <= ozzlouoc:—i
3. On revient au cas général.

(a) Onaf2:%(f+[E) et donc 2f? — f=1Ig d'ou fo (2f —Ig)=Iget (2f —Ig)o f = I.
Par suite :

f est inversible et f~! = 2f — Ij.

1
(b) Montrons que E =Ker (f + §IE> dKer(f — Ig).

1
Analyse : Soit x € E. Supposons connaitre u €Ker (f + 5];;) et v €Ker(f — Ig) tels que z = u + v.

On a donc f(u) = —%u et f(v) = v. Et donc :

r=u-+v

F() = Fu) + f(0) = ~gu+v

Ainsi v = %(m +2f (@) ot u = g(x ~ @),

Si u et v existent, ils sont uniquement définis par ces égalités.
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Synthese : Vérifions que u et v conviennent.

cutv=2(o— (@) + 5+ 2f@) =7

3
o ()= 2(f() = ) = 2 f@) — 2 5(f(@) +2) = 5(f(x) — ) = — u donc eKer(f ¥ ng)
o J(0) = 5(f(@) + 2/(@) = 5 (F(x) + f(x) + 2) = v donc v Ker(f — I).

Conclusion : On a démontré que pour tout x € E :

1
3!u€Ker<f+§IE>, v eKer(f — Ig), r=u+v

1
C’est la définition de | E' =Ker (f + 51E> ®Ker(f — Ig).

Ona(f+%[E)O(f—IE):jQ—%f—%[E:Odonc

1
Im(f - IE> CKer (f + 5[}5) .
Mais par la formule du rang, dim(Im(f — Ig)) = dim(F) — dimKer(f — Ig)).
1 1
Et puisque E =Ker (f + EIE) ®Ker(f—1g), on a aussi dimKer (f + §]E) = dim(F)—dimKer(f—1g)).

1
Finalement, on a bien | Ker (f + 5[;;) =Im(f — Ig).

Ona (f—1Ig)o (f+%IE) :f2—%f—%[E:0donc: Im(f+%[E> CKer(f — Ig).

Et comme précédemment, on montrerait que ces deux sous-espaces ont méme dimension, et donc ils sont
égaux.

Ker(f — Ig) :Im<f+%IE) :

4. On suppose désormais que les endomorphismes f et Ig sont linéairement indépendants.

(a)

(b)

()

Onafi=fofi=foy(f+1s)=s(+ 1) =/ +ls

. 3 1 ) 3
Et de méme, f4:fof3:1f2+1f:§f+§jﬂ

Unicité : Si f" =a,f +b,Ip=a,f+ b, Ig alors (a, —a,)f + (b, —V),)[g = 0. Et comme f et I sont
linéairement indépendantes, on a : a,, — al, = b, — b/, = 0, c’est-a-dire : a,, = a,, et b, = V],.

Existence : par récurrence sur n.

Pour n =0, ag = 0 et by = 1 conviennent.

Pour n =1, ap = 1 et by = 0 conviennent.

Supposnons la propriété vraie au rang n € N. On a donc : f" = a,f + b,[g. Ainsi :

" =fof"=anf’+bof = (a?n + bn> [+ %IE = apt1f + bpi1lE,

Qn Qn
avec pi1 = 0} + b, et b1 = TR
Ap41 An+1 a . , .
On aa,i; = nZ + b1 = n2 + 7" (suite récurrente linéaire d’ordre 2).



L’équation caractéristique associée est 2r2 —r —1 = (2r —1)(r +1/2) = 0. Et donc, il existe (A, B) € R?
tels que

1\ "™

2 2 1\"
Avec ag = 0 et a; = 1, on trouve facilement | Vn € N, a, = 373 <——) )

2
Et donc lim a, = —.
n——+oo 3
n w1 11 1\
(d) Puisque b, = %, on a pour tout n >1:b, = % =373 <—§) )
Et cette égalité est encore valable pour n = 0.
1

Et finalement, lim b, = —.
2 1
(e) On convient d’appeler limite de la suite d’endomorphismes (f™)nen 'endomorphisme p = §f + —Ig.

3
2 1 2 1 4 4 1 2 1
Onapop= (gf‘f’ng) o <§f+§]E> =§f2+§f+§fE=§f+§fE=p~

Donc p est un projecteur, et en particulier, p est la projection sur Im(p) =Ker(p — Ir) dans la direction
de Ker(p) =Im(p — I).

2
Oronap—[E:§f+§IE—IE:

3

p est la projection vectorielle sur Ker(f — Ig) dans la direction de Im(f — Ig).

f —1Ig). Donc

Probleme 2

Le groupe symplectique

1.

2.

— Tous les blocs qui interviennent dans ce qui suit sont carrés d’ordre n, donc les produits par blocs sont
possibles.
. -1, 0,
On trouve de suite que J? = ( 0 _0[ ) =I5, et que J' = —J.
— La relation J? = —1I,,, garantit que J est inversible et que son inverse est —.J.
On a alors

J'II=J"10]=J

ce qui montre que J € Sp,,. Un calcul par blocs donne

I, —aol, ol, —1I, 0, —1,
K(oz)TJK(a):<0n I )( I ):(In 0, ):J

ce qui justifie que K(a) € S,,,,.

. Un calcul par blocs donne (les opérations de transposition et de passage a I'inverse commutent)

(fT 0 0 (IIT)fl 0 I
T _ n n . n n o
LyJLv = ( 0, U™ ) ( U 0, =\ o )77

ce qui montre que Ly € Sp,, .
On suppose MTJM = J. En passant au déterminant, on obtient :

det(M7T) det(J) det(M) = det(M)*det(J) = det(J)
Comme J est inversible, det(.J) est non nul et donc

det(M) € {1, -1}

4



5. Soit M et N deux éléments de Spa,.

— M et N sont donc deux éléments de My, donc leur produit est défini et élément de Mo,,.
— Par appartenance de M puis N & Spa,,(MN)" J(MN) = NT (MTJM)N = NTJN = J.
— Finalement,’ MN € Spa, ‘
6. Un élément de S,,, a un déterminant non nul (de valeur £1) et est donc inversible. Si M € S,,,, on a
MTJM = J. Multiplions par M~ & gauche et par (M7T)~! & droite; on a alors

J=M"TIM Tt = (MY M
et donc M1 e S

p2n:

7. Si M € Spyn, MTJM = J, done, MIMTJIM = MJ? = — M.
Puisque M est inversible, on a M JM?'J = —I,,. Et en multipliant & droite par J, on trouve M JM7T J? = —J.

En remplacant J? par —I, et en multipliant par —1, MTJM = J, donc .

8. Un produit par blocs donne

—ATC+CTA —-ATD+CTB
T _
MEJM = ( -B"C+D"A —-B"D+ D"B )

et M € §,,, sietseulement si

—ATC+CT"A=-B"D+D"B=0, e¢t AT D—C"B=—-B"C+D"A=1,

Centre de S,,,

9. Iy, et —Iy, sont des éléments de S,,, (calcul immédiat) et elles commutent avec toute matrice donc, en
particulier, avec toutes celles de S,,,. Ainsi

{I2na _IQn} - Z

Récirpoquement, soit M € Z écrite sous la forme

A B
M_(C D) avec A,B,C,D e M,

10. Comme M € Z, M commute avec L = (K(—1))T € S, (questions 2 et 7). Un calcul par blocs donne alors

A A+B\ [(A+C B+D
cC C+D ) C D

et ainsi C' = 0 et A = D. Compte-tenu de ces relations, L M = ML (qui a lieu puisque L = K(-1) € S,,,),

donne
A+B B\ [ A B
A A) A A+ B

et ainsi B = 0. Enfin, comme M € S, , les relations de la question 8 donnent AAT = I, c’est a dire
Ae O, CG,. Onamontré que
B=C=0, D=A, A0, Cg,

11. Soit U € G,,. On utilise maintenant le fait que Ly commute avec M, ce qui donne (compte tenu des relations

de la question précédente)
AU 0y, _(UA 0y,
0, AU™MHT )\ 0, (UH'A

et en particulier AU = UA.



12. — Pour tout (i,7) € [[1,n]]?, I, + Ey est une matrice triangulaire donc les coefficients diagonaux valent
tous 1 ou 2, donc sont non nuls. Par conséquent, I, + E;; est inversible.
— Ainsi, pour tout (,7) € [1, n]]z, (I, + E;j) A= A(I, + E;j), donc, en développant,

EjA=AL;;.
ayp -0 Aip
On explicite A sous la forme
Upi - Gpn
Toutes les lignes de E;;A sont nulles, sauf la i-ieme, qui est ( a1 o Gy )
Qg
Toutes les colonnes de AE;; sont nulles, sauf la j-ieme, qui vaut
Qi

On en déduit que, pour k # j, a;, = 0, et que a;; = a;;.
— Par conséquent, A est une matrice dont les coefficients non diagonaux sont tous nuls et les coefficients
diagonaux tous, égaux, donc A est de la forme AI,, ou A € R.

Ainsi,
A, 0,
M= ( 0, M, ) ’
Mais, d’apres Q4, le déterminant d’un élément de Spy, est 1 ou —1, donc A € {—1,+1}, donc M €
{_IQny IZn}
— On vient de démontrer que Z C {—1Is,, Is,}, et on a prouvé en Q9 que {—1Iy,, Is,} C Z.
Finalement : | Z = {— I, Ion} |

Probléeme 3

1. (a) Soit x = inei ety = Z y;e; deux vecteurs de E. On a par définition,
k=1 k=1

Vie{l,...,n}, ei(r) = et e;(y) = v

(2

Pour tout A\, u € R?, on a Az + uy = Z(sz + py;)e; et done
k=1

Vie{l,...,n}, el (A + py) = A + py; = el (x) + pel (y).

Ainsi, e est linéaire et puisqu’elle prend ses valeurs dans R, c’est une forme linéaire.

Vie{l,...,n}, efe€FE"

lsii=j

(b) Puisque e; = ;&,jei, onal| V(i,j)e{l,....,n}% ei(ej) =0, = { 0siij

(c) Soit (A1,...,\,) € R™ tels que Z Aier = 0. On a donc Vz € E, Z el (x) = 0.

i=1 i=1

En particulier, pour tout j € {1,...,n} : Z Niej(ej) =X =0.
i=1

Ainsi, la famille (ef,...,e") est libre et comme elle est de cardinal n = dim(E*), on a

(e7,...,€e) est une base de E*.




2. Si f € L(E) un endomorphisme de E et si ¢ € E* est une forme linéaire sur E, on pose Tf(p) = p o f.
L’application Tf est appelée transposée de f.

(a) Tout d’abord, pour tout ¢ € E*, 'application ¢ o f est aussi dans E*. Ainsi 7f : E* — E*.
Montrons que Tf est linéaire. Soient ¢y, s € E* et A\, \s € R. On a

Tf()\lsf?l + Aow2) = (M1 + Xape) o f = M1 0 f+ Ao o f = )\1Tf(801) + >\sz(902)-

Ainsi, Tf est linéaire et finalement | Tf € L(E*).

(b) Tout d’abord, on vient de voir que pour tout f € L(E), Tf est un élément de L(E*).
Montrons que 'application f — Tf est linéaire. Soient f,g € L(E) et A\, u € R.

Vo € B, TN+ ug)(p) = o (M +ng) = Apo f+ppog=XNflp)+pglp).
Ainsi, T\ f + pug) = MN(f) + 1"(g) d’ou la linéairité. On a montré :

f e L(E)—Tfe L(E*) est lindaire.

(c) Soit f € L(F) telle que 7(f) = 0. On a donc pour tout ¢ € E*T(f) =¢o f=0.
En particulier, avec ¢ = e on obtient :

Vee B, Vie{l,....,n}, e (f(x)=0

Et comme les e} (f(z)) sont les coordonnées de f(x) dans la base B, on obtient :

n

Vo€ B, f(z) =Y el(F@)ei =0

Ainsi, f est application nulle. On vient de montrer que le noyau de f —7 f est réduit & {0} donc

L’application f —T f est injective.

(d) De plus, f € L(E) —T f € L(E*) et dim(L(E)) = dim(L(E*)) = n? donc

L’application f —7 f est bijective.

3. Dans cette question, on donne quelques propriétés de I'application f — Tf.

(a) Par définition, pour tout ¢ € E*, on a "Tdg(p) = p o Idg = ¢ donc | Tdg =" Idg-.
(b) Soit (f,g) € L(E)?. Pour tout p € E* on a

Mgof)lw) = po(gof) = (pog)of

= (TfoTg)(¢)

Et donc | V(f,g) € L(E)*, M(gof)= "fog.

(c) Soit f un automorphisme de E. On a donc fo (f™') = (f"')o f = Idg.
En appliquant les résultat précédents, on trouve :

(fo(f) =" " f =" 1dp = Idp-
e =" ol (f7Y) =" 1de = Idp-
Et donc | Tf est un automorphisme de E* et (1f)~t = I(f1).
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4. Soit f € L(E). On note M sa matrice dans la base B = (ey, ..., e,) et N celle de Tf dans la base (e}, ..., e").

rn

Par définition, la jieme colonne de M est formée des coordonnées de f(e;) dans la base (e, ..., e,) et donc

V(i j) € {1,....,n}%, mi; = e (f(e;)).

De méme, par définition, la jieme colonne de N est formée des coordonnées de Tf(e;‘-) dans la base
* *
(ef,...,ex).

n
Or pour tout forme linéaire ¢ on a ¢ = Z ©(e;)e;. Et en particulier :
k=1

Tflel)=e€iof= Z e;o flei)e; = Zej(f(ei))e:'
k=1 k=1

Par conséquent, n; ; = e}(f(e;)) = my;, ce qui s’écrit



