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Devoir non surveillé 5 - Correction

Probleme 1
Centrale MP 2023 maths 2 (début)

a partir d’un corrigé de M. Laamoum

I - Calcul d’une intégrale classique
I-1)

1 1 1
Q 1. Pourtoutt € [0,1],1+¢* < 2 donc m 2 o5n e qui donne par positivité de 'intégrale : | I, > o
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Q 2. L’application t — est continue sur [0, +00[ et on a et t — T est intégrable
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(142" = 20’

1
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au voisinage de +o0o (n > 1) , donc, par comparaison, t — est intégrable sur [0, +oo| , d’ou

I'existence de K,

o g ‘oo o
K, = /0 Nz dt = [Arctan(t)}o =5
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3. Pourtoutte [l,+oofonal+t<1+¢t%et = < — donc
Q [ [ - (1+412) (1+1)
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4. Ona K, =1, + ——dt, I,
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Q 5. Soitn >1et x>0, on a par intégration par parties (a détailler) :
e 1 t * T 2nt?
o At = | T ntl
o (1+12) (1+12) 0 o (1+1¢?)
x v 1 1
e [ .
(1+2?) 0 ((1 +)" 1+ t2)”“)
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quand z tend vers +oo on obtient : | K,, = K1 + Q_K”'
n
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K,, donc par une récurrence simple :
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Q 6. La relation précédente s’écrit : K1 = |1 — o

Koo =1 (15 ) 0= TL (P )

k=1 k=1
™ .
avec K; = 5 par suite
7135.2n—-1) = (2n)!
Kp = > =
2 24.6...(2n) 2(2.46...(2n))
m(2n)!
92n+1 (n!)2
La formule de Stirling donne
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Kn+1 n—;\—;-oo n\ 2n n—;\—;-oo 5 E
92n+1 <27m (2) )
e
donc| I,, ~ K, ~ 1 il
n—-+0oo n—4oo 2 n
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7. Parlech td iable affi = /nt I, = ———— du.
Q ar le changement de variable affine u = y/nt on a| \/n /o AT a2/n) u

Q 8. On va appliquer le théoreme de la convergence dominée a la suite de fonctions :

1 :
fn:UD—> m SIUG[O,\/E}

0 si oz € [Vn,+oo]

e f, est continue par morceaux et intégrable sur [0, +o0].
e Soit u € [0, +o0o[ . Pour n assez grand, on a x € [0, /n] et donc :

falw) =)
—u?+ o (1)

=€ n—-+oo

donc lim f,(u) = e~ d’ot la convergence simple de la suite de fonctions (fn) vers x — e~ sur [0, +o00].
n—o0

Cette derniere fonction est intégrable sur [0, +o00[ ( ¢’est un o(=) en +00 ).

e Hypohese de domination : on essaie de majorer |f,(u)| par T
u
Pour u € [0,/n], on a les équivalences suivantes.

1 — efnln(1+%) < 1

<

2
= —n1n<1+u—)§—ln(1+u2)
n

02
= nln(l—i——)—ln(l—l—uQ)zO
n
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Or une breve étude de fonction donne Va > 0, nln(1 + z) — In(1 + nx) > 0.
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Avec x = u—, on obtient nln (1 + u_) —In(1+u?) > 0 et donc :
n n

u € [0, VA, 1fal)] € ey

La majoration est encore vraie si u > /n puisque dans ce cas, f,(u) = 0.

Le théoreme de la convergence dominée donne

400 +oo +00 5
lim fn(u) du :/ lim f,(u) du :/ e " du
et

o Vvn

; 1+ u2/n)

D’ou

+o0
lim \/nl, = / e du.
0

n—oo

+0o0
Q 9. D’apres la question Q6 lim /nl, = g donc / e dy = g .
n—oo 0
—+00
La parité et le changement u = V2t donnent / e /2 dy = 2T
II - Comportement asymptotique de 1 —
Soit x > 0.

Q 10. Pourt >z ona p(t) <

positivité de 'intégrale :

t
©(t) , la fonction ¢ — —¢p(t) est intégrable (¢’est un o(3) en +oo ) donc, par
x

/I +°o o(t)dt < /x )
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/ > t@(t) dt _ 1 / > teit2/2dt _ 1 |:_eft2/2:| +oo _ eix /2 _ SO(.ZU)
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+oo
ainsi / (t)dt < @ .

+oo
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Q 11. Smtg:xr—)/z (’O(t)dt_gﬁ—i—l

1 — 12 +0oo
o' (x) = —zp(x) , % ( ’ ) = T et % (/ gp(t)dt) = —p(z) (a détailler!'!! ), par suite

@(x) pour x € [0,400] , remarquons que :

x? +1 (@+1)2 "
, B 1— 22 T
g(x) = —pz)— mﬁﬁ(x) + iw(fc)xg—ﬂ
BT o ke e Gt ) R, CJ AP

(l'2+1)2 (ZL’2—|—1)2 -

g est décroissante sur [0, +oo[ et lim g(z) = 0 (a détailler!!!), ainsi g(z) > 0 sur [0, +oo] et

r—r—+00
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Q 12. Nous avons donc

x e p(z)
< Hdt ¢ 2
e < [ en <
t o(x) (=) ainsi par le théoreme d’encadrement
2 +1 z—+oo T
+o00
p()
. +oo +0o0 (x)
D’apres Q9 on a p(t)dt =1, donc 1 — ®(x) = e(t)dt et donc| 1 — ®(x ~ T
oo " r—4o00 I

Probleme 2
Centrale PC 2018 maths 1 (début)

un corrigé d 'E. Le Nagard

Partie 1 : quelques propriétés de g,

1.

. On considere le changement de variable ¢ =

Pour tout ¢ > 0, la fonction g, est définie continue positive sur R.

Par croissance comparée, lim z°g,(z) = 0= lim 2% g,(z) donc g,(z) = O4e0() = O_oo(%).
r—+00 T——00 z z
—1 dz +o0o
Comme / — et / — sont des intégrales de Riemann convergentes, par théoréme de comparaison,
x x
—00

conclusion : ‘ g, est intégrable sur R |.

+oo “+o00
/ 95(x)| do = / g-(z) do converge.

o) 00
T

V20

qui est licite car réalise une bijection de classe C* de R

/_+Oogg(9c) dz =1|

o0

dans R.
On obtient : /

— 00

“+00
conclusion :

1 oo
go(r)dr = —= exp(—t?)dt = 1
e /_oo

. La fonction g, est de classe C? sur R comme composée de fonctions de classe C2.

x 1
Vz €R, ¢, (z) = 3 go() et g)(x) = -

72 22— o2
(<14 %) sul) = =T 0nl0)

1

On obtient le tableau de variations suivant (avec g,(—0) = g,(0) = 5 ) :
oV/2me
r |—00 -0 0 o +00
gll(z) + 0 — — 0 +
= >0 ~_
0 0 \ / 0
9 (%) <0
/9(0)\
go(z) | 0 0




La dérivée seconde s’annule en exactement deux points : —o et 0. On obtient la courbe représentative suivante :

Partie 2 :
Soit f une fonction de R dans C, continue et intégrable sur R.

4. V¢ € R,, lafonction z — f(z) exp(—i2w€x) est définie continue sur R et Vo € R, |f(x) exp(—i2n&x)| = |f(x)|.
Comme f est intégrable sur R, on en déduit que :

z— f(z)exp(—i2n&z) est intégrable sur R |.

5. — Vz € R, ¢ — f(x)exp(—i2n&x) est continue sur R,
— V¢ e R,z — f(x)exp(—i2méx) est continue (par morceaux) sur R,
— Ve eR, Vz e R, |f(z) exp(—i2ngz)| < |f(z)]

— f est intégrable sur R
+oo

D’apres le théoreme de continuité des intégrales a parametre, la fonction F(f) : £ — f(z) exp(—i2n&x) dx

est définie continue sur R. conclusion : | F(f) est continue sur R|.

Partie 3 :

x +00
6. f’ est intégrable sur R donc lim / f()dt = 1'(t) dt existe.
0 0

T—+00

Or, / f'(t)dt = f(z) — f(0) donc lir+n f(z) = { existe.
0 T—>+00
+oo
Sil#0,|f(z)] ~ioo |4, / |¢| dt diverge et x +— |¢| de signe constant alors, par théoreme de comparaison,
0

“+o0o
I'intégrale / |f(t)] dt est divergente.

0
Par contraposition, f intégrale sur R alors lim f(z) = 0. De méme, on a lim f(z)=0.
T—+00 T—>—00

conclusion : | lim f(z)=0= lim f(x)
T—>+00 r——00

7. Comme lim f(z) =0= lim f(z), on a aussi lir+n f(z) exp(—i2n§x) = 0= lim f(z) exp(—i2n&x). On

T—+00
peut effectuer une intégration par parties en considérant les fonctions u et v de classe C' sur R ci-dessous :

{wm:f@> u(z) = f(x)

et lim w(z)v(z)=0= lim wu(z)v(x)

v(x) = exp(—i2réx) v'(v) = —2im€ exp(—i2nlx)  w—+oo b
+o00 . 1o
Hﬁ®=/ [} exp(—i2nEr) do = |[(@) exp(=i2nx)] [ ['(x) (~2)in€ exp(—i2nEx) dr =
t il S ~ o -
2i 7€ F(£)(€). '

conclusion : | F(f')(€) = 2in& F(f)(€) |




Partie 4 :

8. L’application x +— 1% exp(—z*

Par croissance comparée,

O_oo(25). Comme /

—0o0

)=0= lim

lim 2% 2% exp(—x
r—+00
“ldx . o dr
— e —
x? ;. x?

) est définie continue positive sur R.

2 2% exp(—x

T—r—00

%) donc 2% exp(—x

?) = O1ol3z) =

sont des intégrales de Riemann convergentes, par théoreme de com-

+00 +oo
paraison, / o exp(—2?) dz = / 2% exp(—2?) dz converge
—0o0 — 0o
conclusion : |Vp € N, x — 2% exp(—2?) est intégrable sur R |.

p2ptl . )

u(r) = u'(xr) = x*P

9. Effectuons une intégration par parties en considérant : (z) 2p+1 (z)
v(z) =e V(z) = —2xe

Cette intégration par parties est licite puisque les fonctions u et v sont de classe C! sur [0, +oo| et que

lim w(z)v(x) =

lirf u(z)v(z) =0.

r—>+00
400 2p+1 ) +o00 x2p+1 )
M, = 2p —a? :[55 —ﬂ _/ o) e dg =
g /_oo %/e\( i 1¢ | A dr=gmg My
=0
2 1
conclusion : |Vp € N, M, = p2+ M,
2p)!
Soit I'hypothese de récurrence : H, : M, = %
P!
I Vm(20)!
Hy? MO:/—oo \/_ 220()1 = Hy
2p)! 2 1 2p)! 2 ! 2 2)!
H, = Hyn? Hy = M _ V@(2p)! LM, = 2t VT (2p)! _ Vm(2p+ 1) Va(2p+2) -
- - r b 22rp! 2 22pp! 22p+1p! 220+2(p + 1)!
. VT (2p)!
conclusion : | (Hy et Vp e N, H, = H,1) = Vpe N, M, = “om
10. (5/2 - série entiere)
= (=1,
La fonction cosinus est développable en série entiere sur R et Vy € R, cos(y) = )] yr.
p)!
p=0
+oo
Pour y = 2wéx, on trouve Vax € R, cos(2wéx) = Z 2PE2P o 2P
p=0
+oo 2p.2
92p 1:2p
conclusion : |Vz € R, exp(—z?) cos(27méx) = Zcp(f') exp(—2?) 2% avec c,(€) = (—1)P o) £
p)!
p=0
11. (5/2 - intégration terme a terme)
+o0 +oo Foo
V¢ € R, / exp(—2?) exp(—i 27éx) dw = / exp(—2?) cos(2nér) do — i / exp(—a?) sin(27éx) do
—0o0 —0o0 Too —0o0
La fonction  — exp(—a?) sin(27€x) est impaire intégrable sur R donc / exp(—2?) sin(27&x) do = 0.
400 - 400 F00
D’ou, d’apres la question Q 10, V€ € R, / exp(—x?) exp(—i 2néx) dr = / Zcp ) exp(—2?) 2% du.




On pose f, : & — ¢,(£) exp(—a?) 2.
Vp € N, f, est définie continue sur R et intégrable sur R (d’apres la question 8).

/+oo ()] do = [e)(€)] M, = 22p2p §2p V7 (2p)! _Jr (Wzgz)p'

(2p)! 22rp! p!

(m2¢?)

Comme 7 est le terme général d’une série convergente, on peut appliquer le théoreme d’intégration
p!

terme a terme et permuter somme et intégrale.
+oo

400 +o0o +o0
V¢ € R, / exp(—a?) exp(—i2réx) do = Z c(§) / exp(—2?) 2% dz = Z (&) M,
_ - p=0

= V¢ e R, /+OO exp(—x?) exp(—i 27éx) do = Z(—l) \/_( 252) = /7 exp(—m2E?)

— 00 =0

+oo
conclusion : | V¢ € R, / exp(—x?) exp(—i 27éx) dx = ﬁexp(—ﬂ2§2) )

o

T
12. On effectue le changement de variable u = —— qui est licite car réalise une bijection de classe C! de R

V20
dans R.

400 1 ZEQ
/_OO — exp (_ﬁ) exp(—i27€ z)dx

< = \i% /_:O exp (—u?) exp(—i2n¢ V20u) V20 du

Ve e R, Flgo)(§)

V2o
1 ) ) £?
B:ff ﬁﬁeXp(—ﬁ (V20€)%) = exp <2W> =g \/_ga( £)

=u

1
o\ 21

1
conclusion : | Pour ¢’ = 5o ona JueR/F(gs) = pgo (avec p = o'v21 =
o

)|




