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A rendre le mardi 10 octobre (facultatif)

Probleme 1

I - Calcul d’une intégrale classique
Dans ce probleme, n désigne un entier naturel non nul. On note
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Q 1. Montrer que I, > o

Q 2. Justifier 'existence de K,, et donner la valeur exacte de Kj.

Q 3. Montrer que
/ Tl w—of
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On pourra minorer 1 + 2 par un polynéme de degré 1 .
Q 4. En déduire que I, ~ K,.
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Q 5. Etablir la relation de récurrence K,, = K, 1 + Q_K”’
n

Q 6. En déduire un équivalent simple de I,, lorsque n tend vers +oo.
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Q 7. Justifier que \/ﬁ[n = /0 m du.

Q 8. (5/2 - convergence dominée pour les suites de fonctions)

+o0o
Montrer que lim v/nl, = / e du.
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Q 9. En déduire les valeurs de / e " du puis de / e /2 du.
0 —o0
Dans toute la suite, on posera pour tout x réel

o(x) = ! e 2 et @(x)—/x @(t)dt.

II - Comportement asymptotique de 1 — ®
Soit x > 0.

t +oo
Q 10. En écrivant que ¢(t) < —p(t) pour tout t > x, montrer que / e(t)dt < @
7 . G

Q 11. A l'aide de I'étude d’une fonction bien choisie, montrer que
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Q 12. En déduire un équivalent simple de 1 — ®(z) lorsque x tend vers +o0.



Probleme 2
R — R
Pour tout réel o > 0, g, désigne la fonction g, : 1 ( x> )
T exp
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Dans ce probleme, on fixe un réel strictement positif .

Partie 1 : quelques propriétés de g,
1. Montrer que g, est intégrable sur R.

+oo +oo
2. En admettant que /

exp(—2?) dz = /7, donner la valeur de / go(x) dz.

—0o0 —0o0
3. Etudier les variations de g,. Montrer que la dérivée seconde de g, s’annule en changeant de signe en exac-
tement deux points. Donner I'allure de la courbe représentative de g, et placer les deux points précédents.

Partie 2 :

Soit f une fonction de R dans C, continue et intégrable sur R.

. : — C
4. Montrer que, pour tout réel £, la fonction e )T
R —» C

On définit alors la fonction F(f) : £ oo F(w) exp(—i 2réx) do

On dit que F(f) est la transformée de Fourier de f.
5. Montrer que F(f) est continue sur R.

est intégrable sur R.

Partie 3 : Soit f une fonction de R dans C, de classe C'. On suppose que f et sa dérivée f’ sont intégrables
sur R.

6. Montrer que f tend vers zéro en +00 et en —oo.
7. Montrer que, pour tout réel £, F(f')(&) = 2iw& F(f)(E).

Partie 4 :
8. Montrer que, pour tout entier naturel p, la fonction z — %" exp(—z?) est intégrable sur R.
On note M, = /+OO o exp(—2?) dz.
9. Pour p entier nat_lﬁel, donner une relation entre M, et M, et en déduire que, pour tout p € N,
_ V7(2p)!
b 22rp!

10. (5/2 - série entiere)
Montrer que, pour tout réel &, il existe une suite réelle (¢, (€))pen telle que

+oo
Vo € R, exp(—x?) cos(2méx) = Zcp(f) exp(—z®)x?
p=0

11. (5/2 - intégration terme a terme)

+00
En déduire que, pour tout réel &, / exp(—x?) exp(—i 27éx) dz = ﬁexp(—w2§2).

1
12. On pose ¢’ = o Montrer qu’il existe un réel u tel que F(gy,) = pgo-
o

La valeur de p n’est pas a expliciter.



