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Devoir non surveillé 3 - Correction

Exercice 1

—_

2 ]. 2
xe®® iy = 162‘” T st

1
sin(2z + 1)dz = ~5 cos(2z + 1) + cst

/
/
/ x?’x—l— 1d:1: = %1n|x3 + 1| + cst
/sh(az)ch(:ﬁ)dm = %sh2(9:) + cst = %ChQ(ZE) + cst/
/tan(a:)dw = —In|cos(z)| + cst
/e“ cos(e”)dx = sin(e”) + cst
/ ln;x)dx = %an(x) + cst
h —1 1
/ cSh5<(xx>) dr = T i) @) + cst

N\
©)

n donne juste les calculs et les réponses. Il conviendra de rédiger rigoureusement en précisant les hypotheses.

/4 » ot \/_
o J; :/ (2t 4+ 1) sin(t)dt = [—(2t+1)cos(t)} —1—2/ cos(t)dt = 1_|___\/__
0 0 ;
°J —/11 (1+¢%)dt = [tl (1+t2)]1_2/1t2+1—1dt_1 (2)—24 "
2= 0 n = (tn o i =In 5

o J; = / Arcsin®(z)dz = [ycArcsin2 Arcsin(z)dx

@] -2 [ ==
= zArcsin®(z) — 2 ([— MAICSiH(ZL‘)] + / 1dm)
= xArcsin®(z) — 22 + 2v/1 — 22Arcsin(z) + cst

Exercice 2

4
o Kl = / G_ﬁdt.
1

L’application ¢ —s e~V est continue sur [1,4], donc I'intégrale K existe bien.

On veut poser u = /t, c’est-a-dire t = u? = p(u).

La fonction ¢ est de classe C' sur [1,2] et la fonction ¢ — e V7 est continue [1,4] = ¢([1,2]). On a aussi
dt = 2udu. Donc par changement de variable dans une intégrale sur un segment :

2
K; :/ 2ue “du.
1

1



Il reste a faire une intégration par parties (& justifier!).

2
K, = [—2ue ™) + 2/ e “du.
1

4
4 6
Et finalement, apres calculs, | Ky = / e Vigt == — =
1

1
1—
.KQZ/ 1 xdl'
0 +z
1_

L’application x —

T
T est continue sur [0, 1], donc U'intégrale Ky existe bien.
T

On veut poser x = cos(2t) = p(t).

1—

La fonction ¢ est de classe C! sur [0,7/4] et la fonction x — g T est continue [0,1] = ¢([0,7/4]). On a
x

aussi dr = —2sin(2t)dt. Donc par changement de variable dans une intégrale sur un segment :

[ 1 —cos(2t) :

K, = /7r/4 2 15 cos(2) (—2sin(2t))dt
— MSHI Ccos = " |Sln(t)| sin(t) cos
= s = 4 [ s st

w/4
/4 w/4
= 4/ sin’(t)dt = 2/ (1 — cos(2t)dt
0 0
1
1 —
o V14 2

? 1
o K3 = / (1 + —2> Arctan(z)dz.
1/2 T

1
L’application x — <1 + —2) Arctan(z) est continue sur [1/2,2], donc l'intégrale K3 existe bien.
T

Et finalement, apres calculs,

On veut poser u = 1/x, c’est-a-dire z = 1/u = ¢(u).

1
La fonction ¢ est de classe C! sur [1/2,2] et la fonction z +— (1 + —2) Arctan(z) est continue [1/2,2] =
x

©([1/2,2]). On a aussi dx = —Edu. Donc par changement de variable dans une intégrale sur un segment :

1/2 1\ 1 2 1 1
K5 = —/ (1 + uz) Arctan (—) —Qdu = / (1 + —2) Arctan (—) du.
9 uw/) u 1/2 u u

1
Or, on sait que pour tout u > 0, on a Arctan (u) + Arctan (—) = g donc :
u

2 1
ngf/ <1+—2)du—Kg.

- T [ 1 . 2 1 3
Ainsi 2K3 = — 1+ — | du. Et finalement, apres calculs : | K3 = 1+ — | Arctan(z)dr = —.
2 1/2 u 1/2 T




Exercice 3

ot a0 3 YT TR ) (1Y)

+n—1" M2 — 1noieo 132 no/4
Puisque les termes sont positifs, on peut utiliser les théoremes de Comparaison

n In(
La série de Riemann Z 5/4 converge car a = 5/4 > 1, et donc Z \2/; e 7 converge.
n?+n—

vn—+1 vVn+1

1
Nat d — 0 - = _—
¢ ature de Z nln(n) + 3 A n n—>0+oo (nln(n) +3

1
> (a justifier rapidement) et Z — diverge (série
n

vn+1

W diverge aussi.

harmonique) donc, par comparaison (les termes sont positifs) la série Z

2 —n? 2 —n? 1
————Ona —5—7— ~ ————.
n31n*(n) + 1 n31n*(n) 4+ 1 no+oo  nln’(n)
Puisque les termes sont négatifs (& partir d’un certain rang), on peut utiliser les théorémes de comparaison. On

e Nature de Z

est donc ramené a I'étude de la série de Bertrand Z 1—2()
nln“(n
1

En utilisant une comparaison série intégrale, on montrerait (a faire!!!) que Z T converge et par compa-

nIn’(n)

2—n
raison on a enﬁn . Z m converge.
nem-(n

e Nature de Z sin (71'\/ 1+ n2> : On a le développement asymptotique suivant.

u, =sin (mv/1+n?) = sin <7rn\/1 + 1/n2>
. 1 1 1
= s g T g T
on 8n3+n—>0+oo n3

o s 7r 1 1
= (g gt () = g o ()

7r
Par le théoreme des séries alternées (hyp a vérifier), la série Z(—l)”Q— est convergente.
n

T 1 T
Et puisque |u, — (—1)"—| = o — |, par comparaison (hyp a vérifier), la série (un — (-1 "—> est
puisq (=15 H+w<n2> P P (hyp ) > (=15
absolument convergente.
Ainsi, Uy = <un — ) + — est la somme de deux séries convergentes, donc elle converge.
D= ") T2 : :



Probleme 1

E3A 2016 Maths 1 PSI
a partir d’un corrigé de C. Devulder

1. (a) La série proposée est géométrique de raison 1/2 €] — 1, 1] et donc convergente. On en déduit aussi que

+oo +o0 1 +oo 1
EBMZEZﬁ::: o T 1=
k=1 k=1 n=0

(b) On a
y 1 1\ n 1 (1\""
n =N on—1 on = on = 2n 5 .

Meéme si cela n’est pas nécessaire, on peut remarquer que, par Croissainces comparees, on a

1
Or la série de Riemann E —, converge, et par les théoremes de comparaison
n

Z b, converge (absolument).

n

)
La fonction h,, : x —— Z z¥ est de classe C! sur R et pour tout = # 1, on a

k=0
1_:L.n+1

Zx -z

(c’est toujours ¢a, si on n’arrive pas a faire la suite de la question)

Méthode 1 :

En dérivant, on obtient pour x # 1
= (1 —x)+1— 2"

/ _ l’k_l _ _(n+ 1)
M (z)=> k o)

k=0
En particulier, en z = 5 on trouve :
1 1 1 1 1
> kgrr = (50 gt +1 - ) 177,
Et finalement Z b,, converge et on a (le terme pour n = 0 est nul)
+oo +oo
1 1
D=3 ngm =g =2
n=1 n=0
Méthode 2 : On a Zan = Zi On pose ¢, = d, = i et
2" 2n
n>1 n>0
. ~ 1 1 ~ 1 n+l1
Wy = Zakcn—k - ZO ?Qn—k - — 2_71 - on = 2bn+1'



Les séries de terme géneral ¢, et d,, convergent absolument, donc leur produit de Cauchy Z w,, également
et 'on a :

00 2
> .= ch Zd (1_1/2).
< R o=+l 1
Or anzzﬁzz TS :§an. On obtient donc :
n=1 n=1 n=0 n=0
+oo 1 1 2
Zb”:§<1—1/2> =2

n=1

Méthode 3 : pour les 5/2. La série entiere Z na™ ! est la série dérivée de la série Z x".
Elles ont donc méme rayon de convergence R = 1, et en tant que série entiere, on peut dériver terme a
terme sur | — 1,1[. On a donc

+00 - 1 ! 1

1 1 n—1
Comme 1/2 €] — 1, 1], donc Z b, = 5 Z n <§> converge. Et on retrouve bien :

Shes e (d) e

n=1

est de classe C* sur |1, +oo[ et
xIn(z)

1+ In(z
- (ln(2))

f est donc décroissante sur |1, +oo[ (on aurait aussi pu montrer que si x < y alors f(x) > f(y) en
utilisant la croissance de In et la décroissance du passage a U'inverse sur R**).

On en déduit immédiatement que (a,)n>2 est décroissante. Elle est de limite nulle par opérations sur les
limites.

C’est un (E2). f étant décroissante, on peut effectuer une comparaion série-intégrale.

1 o1
(k4+1)In(k+1) ~ tIn(t) ~ kln(k)

Ve s 1, fla) = o)

Soit k > 2 un entier. Pour tout ¢ € [k, k + 1], on a

Par positivité de l'intégrale, on obtient :

kt1 1 B B
/ dt < / dt < / dt.
p (k+DIn(k+1)  — ), tln(t) — Jp kln(k)

1 k+1 1
< At < .
(k+Dn(k+1) ~ /k tin(t) — kln(k)

Pour n > 2 entier, on note S,, =

Ou encore :

Fn(k)’ En ajoutant les encadrements précédents pour k = 1 a n,
n
=2

1 n+1 1
- < dt < S,,.
St 21n(2) —/2 tin(t)  — S

5

on obtient :




n+1
En particulier, I'inégalité de droite donne [ln | ln(t)q =In(In(n+ 1)) — In(In(2)) < S,.
2

1
Par minoratio lim S, = et donc ——— diverge.
r minoration, n—1>I—|I-100 +00 n Z nin(n) 1verg

na, = sin > 2. On a donc directement | lim na, = 0.
ln(n) n—-+oo
1)1 1) —nl
On a b, = (ntDhn(n+1)—n n(n) On écrit que

(n+1)In(n)In(n + 1)
(n+1)In(n+1) = (n+1)(In(n)+In(1+1/n))

— (4 DI(m) + (n+1) (%Ui’m (%))

= nln(n)+In(n)+ o (ln(n))

n—-+4o0o

1
Ainsi, (n +1)In(n +1) — nln(n) n—stoo tn(n) et donc by, ~ (n+1)In(n+1

Or d’apres la question 2(b), la série Z a, est divergente (donc Z Apyp aUSSI).

Et comme il s’agit de séries a termes positifs, par comparaison, E b, est aussi une série divergente.

Dans la somme définissant u,, il y a n termes. Par décroissance de la suite (a)ren+, tous les termes sont

plus grands que as,. On a donc

On a u, = Ay, — A,. La série > a, converge, on note A sa somme. Par définition, la suite des sommes
partielles (A, )nen+ converge et a pour limite A. A fortiori, lir}rl Ay, = A. Et en passant a la limite dans
n—-+0oo
I'égalité u, = Ay, — A,,, on en déduit que lim u, =A— A =0.
n——+00
Enfin, par la question précédente on a 0 < nas, < u,. Et le théoreme d’encadrement donne;

lim nas, = 0.
n—-+o0o

Posons ¢, = na,. On a ¢y, = 2(nas,) — 0 d’apres la question précédente.
n—-+o0o

De plus, par décroissance de la suite (ay)gen+, on a :
0 < cong1 = (2n+ 1)agps1 < (2n + 1)ag, = con + 2nt1.

Comme Y ay converge, lim a; = 0. Le majorant ci-dessus est donc de limite nulle et, par théoreme
k—+o00

d’encadrement :

lim Cont1 = 0.
n—-+00

Puisque lim ¢4 = lim ¢, =0,0onaaussi:| lim ¢, = lim na, =0.
n—+4o0o n—-4o00 n—-4o00 n—+o0o

On revient aux sommes partielles (puisque 'on est dans une situation théorique).

Bn = Z ka'k - Z kak+1
k=1 k=1

n n+1
= Z k‘ak — Z(k — 1)ak
k=1 k=2

= a;+ Z(k‘ — (k= 1))ag — naysq
k=2
= A,— (n+ Day1 + ansy

6



1.

2.

On sait que la série E a, converge, donc la suite des sommes partielles (A,,),en+ converge, et on a aussi
lim a, =0.
n—-+0o0o

On vient aussi de montrer que lim na, = 0.
n—-+00

Les trois termes du membre de droite admettant une limite finie quand n — 400, (B,,)nen+ converge et

donc Z b, converge.

n>1

+0o0 +00
(e) Un passage a la limite dans I'identité précédente donne Z ay = b,.
n=1

n=1

Probléme 2
E3A 2019 maths 1 PC

a partir d’un corrigé de Mme Fontaine

" 1 : :
La série Z — est convergente s et seulement si a > 1.

n>1
Soit n € N*.
1
a o Soit pe N* s,,1 —s, = ——— > 0. |Donc la suite (s « est croissante.
(a) p p+1 P ot i4p (Sp)pen

¢ L’entier n est fixé. On a : ) )

n‘i‘kk—:-ooE

. 1 . e 1
Et la série g — est une série a termes positifs divergente.
k=1
. 1 . s
Donc, par comparaison, E —— diverge, c¢’est-a-dire :
keN

La suite (s,),>1 diverge.

(b) Puisque la suite (s,),>1 est croissante et divergente, on a lim s, = +oco. Et par définition de cette
p——+o00

limite :

VA > 07 EIpO € N7 VP > Do, Sp = A
En particulier pour un réel A > 1, 3dpy € N, Vp > pg, s, > A > 1.
Ainsi il existe au moins un entier naturel p tel que 'on ait :

S| 1 1 1
> ==+ +oet > 1.
k:0n+k: n n+1 n+p

Remarques pour la suite : p, est le plus petit entier p vérifiant cette propriété, et donc :
e p, vérifie la propriété :

1
—+ + -+ > 1 (1)
e p, — 1 ne vérifie pas la propriété :
L Ly ! <1 (2)
n n+1 n+p,—1"

. Par définition de la suite (p,)nen, Vn € N*| p, € N. Donc Vn € N*,  a, > n.

Or lim n = +4oc0. Donc| lim a, = +oo.
n—-+4o00 n—-4o0o




1 1 ol 1 n—1

4. o Remarquons que Vk € [1,n — 1], e < —. Donc en sommant ces inégalités, kZ::l " < -
n—1
En additionnant % a cette inégalité : kz_% - 41_ ’ < n; L + % Donc :
n—1
k:0n+k’zﬁ+n+1+”'+2n—1 <1

¢ On le démontre par récurrence sur n.

1 1 1 1
Pouran,onabienZ—:——l———i——>1.
k:02+k 2 3 4

2n
1
Soit n > 2 un entier pour lequel le résultat est vrai. Montrons que _—
()n.a: 2n 1 2n+1 1 2n—2 1 1 1 1 1

2;n+1+k - E:n+k::;:n+k_ﬁ+¥m—1+§ﬁ+3n+1
1

Ly o,
3 3n—1 3n+1

2n—2
6n 2n 2 1
Et comme > —, on obtient bien le résultat attendu. Finalement : Z > 1
In? —1 3 3’ —n+ k
5. D’apres la définition de p, et les inégalités précédentes, puisque n—1 ne vérifie pas la propriété, on an—1 < p,,
et puisque 2n — 2 la vérifie, on a p, < 2n — 2. Ainsin — 1 < p, < 2n — 2.
Donc Vn € N*, 2n — 1 < a,, < 3n — 2.

1 2

Alors en divisant par n (n > 0), 2 — — < u, <3 — —.
n

Ainsi, si 'on suppose que la suite (u n)neN* converge, par passage a la limite, on obtient m
6. Soit n > 0. Par définition de p,, et on d’apres (1) et (2) :

3

Pn 1 pn—1 1
<kZ:0n—|—k ;n+k<

1 1
Doncl<Z—et ZE <1 Ainsi:| 1< =+

7. Soit n un enmer non nul

1
¢ Soit k un entier non nul. La fonction ¢ — n est décroissante sur [k, k + 1].

1 k+1 1 1
Donc Vt € [k, k + 1], k—i—1</ —dxtgz.

Donc en sommant sur k£ de n a a,, — 1,

an—1 a an—1
i 1 an dt ‘1 i an dt — 1
2 Th T </n TS 2y Onencore > / oy

k=n k= n+1



1
o Or d’apres la question précédente, 1 < Z . Donc 1 — — < Z T

k=n+1
an— 1

Etz +— Donc Z

a anp—1
= an dt — 1
Ainsi Vn € N*, 1—— Z / E\l.
k n+1 k‘:

ndt n
8. ¢ Remarquons que / 5= In(a,) —In(n) =In (a ) = In(uy,).
<

! 1
Ainsi d’apres les questions précédentes, 1 — — < In(u,) < 1
n
o nl_l)rfoo 1- - 1. Donc par encadrement, la suite (ln(un))neN* converge et nl_l}r_{loo In(u,) = 1.

Par continuité de la fonction exp en 1, (Un)nen+ converge vers e. ‘

Exercice 4

C’est la méme démarche que l'exercice de colle (E2) qui est dans le cours dans lequel on détermine un équivalent

+oo
1
de R, = Z e lorsque n tend vers +o0.
k=n+1
On trouve

1 1
R, ~ )
n—+oo @ — 1 no1

Exercice 5

1. Soit > 0. On a pour tout n € N*, n2 > n et donc —n?x < —naz.
Et par croissance de I'exponentielle :

O < e*?’LQCE < e*TLLB — <€7m)n

n
Comme z > 0,0n a 0 < e ™ < 1 et donc la série géométrique Z (e_m) converge.

Par les théoremes de comparaison pour les séries a termes positifs, on a bien :

2
Vz > 0, Z e "* converge.

2. le n? dans I'exponentielle laisse & croire que les termes sont vraiment de plus en plus petit, et que c’est le
premier qui est < prépondérant > devant la somme (infinie) de tous les suivants. Démontrons le.

On sort le premier terme, puis on factorise. On a :

fla) = (HZ ”‘1”)

—+00

N . —(n2—
Il reste donc a montrer que lim e~ (M —Dz — .
Tr——+00 >
n=



Méthode 1 : par des majorations
Pour tout n > 2 entier, on a n? — 1 > n, et donc :

Vo > 0,Vn € N~ {0, 1}, 0<e (W-Dr < pmne

On peut sommer et passer a la limite puisque toutes les séries convergent. On obtient :

+00 —2z
vV >0, O<Ze (n*=1)z Ze :16_26_96
n=2

La fonction majorante tend vers 0 en 400, donc par le théoreme d’encadrement,

lim E e~ (*~Dz _
r——+00

Méthode 2 (5/2) : avec le théoréme de double limite
Pour n € N* et pour & > 0 on pose : f,(x) = e~ =Dz,
Pour tout = € [1,+o0], on a :
[fal@)] = e <o <o,

Donc || flloo,400] < €77
Or Z e " converge, donc, par comparaison, Z || falloo, 1,400 cOnVerge.
Ainsi Z fn converge normalement sur [1, +o00].

A fortiori, Z fn converge uniformément sur [1, 4o00].

De plus, pour tout n € N~ {0, 1}, on a lim fa(z) = 0, donc par le théoreme de double limite pour les

o
séries de fonctions, on a : lim g fulz g lim f,(x) ou encore :
r—+00 x%Jr
+00
lim e~z — .
r——+00
n=2

r—r-+00

Conclusion : Dans les deux cas, on a donc montré f(z) =e™* (1 + o (1)) . Donc :

Exercice 6

On sait que f est continue sur [0, 4+00[ et que lim f(x) = a. Puisque / adt = za, on a :
0

T—r+00

Jip g [rwie=a o (5[ s -a) o
= i (5 [ (10-aja)=o

10



On montre la derniere assertion en revenant a la définition de limite.

| Soit £ > 0 fixé. |

Puisque lim f(z) = q, il existe 2o > 0 tel que pour tout = > zy, on ait |f(z) —a| < e.
T——+00

Soit > xy. Par la relation de Chasles, on a :

/Ox (£(t) — a)dt = /0 (£ —a)dt+/x (£(t)—a)at

Zo

On divise par x > 0. Et par inégalités triangulaires, et positivité de 'intégrale, on obtient (les bornes sont bien

ordonnées) :
[ (f(t)—a>dt‘ <1 f<t>—a\df+§/; £(2) — | at

=K constante

K T — Xg
< —+c¢

K
< —+4c¢
xXr A xXr

La constante K ne dépend que de xg, et donc que de € fixé.

K
Or lim — =0 dong, il existe x1 > xg, tel que 0 < — < e.
r—+00 I X

On a montré que pour tout € > 0 fixé, il existe x; > 0 tel que :

Vo > E/Ox (f(t) —a)dt’ <e.

Quitte & reprendre le raisonnement en changeant ¢ en £/2; on reconnait la définition de :

dm (5] (0 - a)a) =

ce qu’on voulait démontrer.
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