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Soient a, b, c ∈ R et M =





a b c
c a b
b c a



 . On munit R3 de sa structure euclidienne usuelle (orienté par la base

canonique) et on note f l’endomorphisme canoniquement associé à M .

1. Puisque la base canonique est orthonormée, f est une isométrie si et seulement si M est une matrice ortho-
gonale (ses matrices colonnes forment une b.o.n).
Les rotations de R

3 sont les isométries vectorielles directes, donc :

f est une rotation si et seulement si







ab+ bc+ ca = 0
a2 + b2 + c2 = 1
det(A) = a3 + b3 + c3 − 3abc = 1

2. On suppose f est une rotation, on a donc les trois égalités précédentes.
On pose P (X) = (X − a)(X − b)(X − C) = X3 − (a+ b+ c)X2 + (ab+ bc+ ca)X − abc.
On a d’abord, ab+ bc+ ca = 0.
De plus, les colonnes C1, C2, C3 de M forment une base orthonormée directe donc C3 = C1 ∧ C2.
On obtient les 3 égalités suivantes.
b2 − ac = b (1)
c2 − ab = c
a2 − cb = a.
En les ajoutant, on trouve que a+ b+ c = a2 + b2 + c2 = 1.
Il reste à montrer que p = −abc ∈ [0, 4/27].

• On a a2 + b2 + c2 = 1 donc |a| ≤ 1, |b| ≤ 1, |c| ≤ 1. Et par suite :

a3 + b3 + c3 ≤ |a|3 + |b|3 + |c|3 ≤ a2 + b2 + c2 = 1.

On a donc 3p = −3abc = 1− (a3 + b3 + c3) ≥ 0 et p ≥ 0.

• Puisque −abc ≥ 0 deux coefficients parmi a, b, c sont positifs et l’un est négatif.

Supposons que b ≥ 0 (cela ne restreint pas la généralité). On a dans (1) : p = −abc = b2 − b3 = f(b).
Une étude de f sur [0, 1] donne un maximum en b = 2/3. Et donc :

p = −abc ≤ f(2/3) = 4/27.

Finalement

Si f est une rotation, alors a, b, c sont racines de X3 −X2 + p = 0 avec p ∈ [0, 4/27].

3. On suppose que b = c 6= 0 et donc f n’est pas l’identité.
Comme f est une rotation, E1(f) est de dimension 1, c’est l’axe de la rotation.
On remarque que (1, 1, 1) ∈ E1(f) car a+ b+ c = 1. Donc ∆ = E1(f) = Vect{(1, 1, 1)}.
On remarque aussi que dans ce cas, M est symétrique réelle et comme B est orthonormée, f est un endomor-
phisme symétrique. Par le théorème spectral, f est diagonalisable.
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Or f est une isométrie donc les seules valeurs propres possibles de f sont 1 et −1. Comme f est de déterminant
1, deux cas se présentent :

• Les valeurs propres sont 1, 1, 1 et dans ce cas M serait digonalisable et semblable à I3 donc égale à I3,
ce qui est exclu car b = c est non nul.

• Les valeurs propres sont donc 1,−1,−1, et par conséquent, f est la symétrie orthogonale par rapport à
E1(f), c’est-à-dire f est la rotation d’angle π par rapport à ∆ = E1(f) = Vect{(1, 1, 1)}.

Problème 1

1. • Symétrique : Pour tout (P,Q) ∈ R[X]2, on a

(P |Q) =

∫ π

0

P (cos(θ))Q(cos(θ))dθ =

∫ π

0

Q(cos(θ))P (cos(θ))dθ = (Q|P ).

• Bilinéaire : Pour tous (P1, P2, Q) ∈ R[X]3 et (λ1, λ2) ∈ R
2, on a

(λ1P1 + λ2P2|Q) =

∫ π

0

(λ1P1 + λ2P2)(cos(θ))Q(cos(θ))dθ

= λ1

∫ π

0

P1(cos(θ))Q(cos(θ))dθ + λ2

∫ π

0

P2(cos(θ))Q(cos(θ))dθ = λ1(P1|Q) + λ2(P2|Q)

Par symétrie, on obtient bien la bilinéarité.

• Définie positive : Soit P ∈ R[X].

Pour tout θ ∈ [0, π] on a P 2(cos(θ)) ≥ 0 et par positivité de l’intégrale (P |P ) =

∫ π

0

P 2(cos(θ))dθ ≥ 0.

Et puisque de plus θ 7−→ P 2(cos(θ)) est continue sur [0, π], on a les équivalences suivantes.

(P |P ) = 0 ⇐⇒
∫ π

0

P 2(cos(θ))dθ = 0 ⇐⇒ ∀θ ∈ [0, π], P 2(cos(θ)) = 0

⇐⇒ ∀x ∈ [−1, 1], P (x) = 0 ⇐⇒ P = 0,

car il possède une infinité de racines. Finalement, (P,Q) 7−→ (P |Q) est un produit scalaire sur R[X].

2. Le calcul donne T2 = 2X2 − 1, T3 = 4X3 − 3X et T4 = 8X4 − 8X2 + 1.

3. La plupart d’entre vous s’est contentée d’affirmer le résultat à l’aide parfois de ≪ . . . ≫. Cela ne rapportait
aucun point. Il fallait le démontrer par récurrence double. On pouvait mettre dans Pn, tous les résultats
attendus.

Pour n ∈ N
∗, on définit la propriété suivante.

Pn : Tn est de degré n, son coefficient dominant est 2n−1 et Tn(−X) = (−1)nTn(X).

On montre cette propriété par une récurrence double sur n.

• T1 = X et T2 = 2X2 − 1 donc P1 et P2 sont vraies.

• Soit n ≥ 2 un entier pour lequel Pn et Pn−1 sont vérifiées. On montre Pn+1.
Dans l’égalité Tn+1 = 2XTn

︸ ︷︷ ︸

de degre n+1

− Tn−1
︸︷︷︸

de degre n−1

le terme dominant est celui de 2XTn c’est-à-dire

2X.2n−1Xn = 2nXn+1.

Donc Tn+1 est bien de degré n+ 1 et son coefficient dominant est 2n. D’autre part :
Tn+1(−X) = 2(−X)Tn(−X) + Tn−1(−X) = (−1)n+1(2XTn(X) + Tn−1(X)) = (−1)n+1Tn+1(X).
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Finalement Tn est de degré n, son coefficient dominant est 2n−1.
Et Tn est pair si n est pair, et impair sinon.

4. Par le même principe de récurrence à deux pas, on montrerait

Tn(1) = 1, Tn(−1) = (−1)n, Tn(0) = 0 si n est impair et T2p(0) = (−1)p.

5. (a) Montrons dans un premier temps que Tn vérifie bien Tn(cos(θ)) = cos(nθ).

• T0 = 1 et T1 = X donc la propriété est vraie aux rangs 0 et 1.

• Supposons qu’elle est vraie aux rangs n− 1 et n. On a donc

Tn+1(cos(θ)) = 2 cos(θ)Tn(cos(θ))− Tn−1(cos(θ)) = 2 cos(θ) cos(nθ))− cos((n− 1)θ))

= cos(θ + nθ) + cos(θ − nθ)− cos((n− 1)θ)) = cos((n+ 1)θ)

Par le principe de récurrence à deux pas, on a bien

∀n ∈ N, ∀θ ∈ R, Tn(cos(θ)) = cos(nθ).

(b) Montrons l’unicité de Tn. Si P en est un autre alors, pour tout θ réel, on a

Tn(cos(θ)) = cos(nθ) = P (cos(θ))

et donc (Tn − P )(cos(θ)) = 0. Le polynôme Tn − Pn possède une infinté de racines (tous les éléments
de [−1, 1]) et donc il est nul.

Ainsi Pn = Tn et finalement, Pn est unique.

6. On suppose dans cette question que n ≥ 1 et on étudie les racines de Tn.

(a) Il faut ici raisonner par équivalence. Les implcations seules ne suffisent pas.

On a Tn(cos(θ)) = 0 ⇐⇒ cos(nθ) = 0 ⇐⇒ nθ ≡ π

2
[π]. Ainsi

Tn(cos(θ)) = 0 ⇐⇒ ∃k ∈ Z, θ =
π

2n
+ k

π

n
.

(b) Quand k décrit {0, . . . , n− 1} les n réels
π

2n
+ k

π

n
sont distincts et dans [0, π]. Et comme la fonction

cos est injective sur [0, π], les les n réels cos
( π

2n
+ k

π

n

)

sont aussi distincts et dans [−1, 1].
Ce sont donc n racines distinctes de Tn et puisque Tn est de degré n, ce sont exactement les racines
de Tn. Ainsi

Tn possède n racines distinctes et qui sont dans [−1, 1].

7. On trouve facilement (T0|T0) = π.

Soit n ∈ N
∗. On a (Tn|Tn) =

∫ π

0

T 2

n(cos(θ))dθ =

∫ π

0

cos2(nθ)dθ =
1

2

∫ π

0

(cos(2nθ) + 1)dθ.

On trouve facilement (Tn|Tn) = ‖Tn‖2 =
π

2
.

8. Soient n,m ∈ N distincts. On a

(Tn|Tm) =

∫ π

0

cos(nθ) cos(mθ)dθ =
1

2

∫ π

0

(cos((m+ n)θ) + cos((n−m)θ)dθ.

Comme n+m 6= 0 et n−m 6= 0, on trouve après intégration Si n 6= m alors (Tn|Tm) = 0.
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9. La famille (T0, . . . , Tn) est une famille orthogonale de Rn[X] dont les vecteurs sont tous non nuls. Donc
elle est libre. Comme elle est de cardinal n+1 = dim(Rn[X]), c’en est une base (orthognale). Pour obtenir
une base orthonormale, il suffit donc de normaliser ses vecteurs.

(

1√
π
T0,

√
2√
π
T1, . . . ,

√
2√
π
Tn

)

est une base orthonormée de Rn[X].

10. On définit l’application Φ de Rn[X] par : ∀P ∈ Rn[X], Φ(P ) = (X2 − 1)P ′′ +XP ′.

Par propriété des degrés, on a bien ∀P ∈ Rn[X], Φ(P ) ∈ Rn[X].
Montrons que ϕ est linéaire. Soient (P,Q) ∈ Rn[X] et (λ, µ) ∈ R

2.

Φ(λP + µQ) = (X2 − 1)(λP + µQ)′′ +X(λP + µQ)′

= (X2 − 1)(λP ′′ + µQ′′) +X(λP ′ + µQ′)

= λ((X2 − 1)P ′′ +XP ′) + µ((X2 − 1)Q′′ +XQ′) = λΦ(P ) + µφ(Q)

Finalement, Φ est un endomorphisme de Rn[X].

11. Pour k ∈ {0, . . . , n}, on a Φ(Xk) = (X2 − 1)k(k − 1)Xk−2 + kXXk−1 = k2Xk − k(k − 1)Xk−2.
La matrice de Φ dans la base (1, X, . . . , Xn) de Rn[X] est donc

M =














02 0 −2 0 . . . 0

0 12 0 −6 . . .
...

22
. . . . . . 0
. . . . . . −n(n− 1)

0 (n− 1)2 0
n2














12. La matrice de Φ dans la base (1, X, . . . , Xn) est triangulaire donc ses valeurs propres sont ses coefficients
diagonaux.

Sp(Φ) = {0, 1, 4, . . . , n2}.

De plus Φ possède n+ 1 = dim(Rn[X]) valeurs propres distinctes donc Φ est diagonalisable.
Ses valeurs propres sont toutes de multiplicité 1 et ses sous-espaces propres sont tous de dimension 1.

13. Pour tout θ ∈ R, on a Φ(Tn)(cos(θ)) = (cos2(θ) − 1)T ′′n (cos(θ)) − T ′n(cos(θ)). Or, en dérivant deux fois
l’égalité Tn(cos(θ)) = cos(nθ), on trouve

− sin(θ)T ′n(cos(θ)) = −n sin(nθ) et − cos(θ)T ′n(cos(θ)) + sin2(θ)T ′′n (cos(θ)) = −n2 cos(nθ).

Ainsi, pour tout θ ∈ R, on a Φ(Tn)(cos(θ)) = n2 cos(nθ)) = n2Tn(cos(θ)). Comme précédemment, le
polynôme Φ(Tn)− n2Tn a une infinité de racines donc il est nul.

∀n ∈ N, Φ(Tn) = n2Tn.

Par conséquent, Tn est un vecteur propre associé à la valeur propre n2 de Φ et de même, pour k = 0, . . . , n
Tk est un vecteur propre associé à la valeur propre k2 de Φ. Comme tous les sous-espaces propres sont de
dimension 1, on obtient

∀k ∈ {0, . . . , n}, Ek2(Φ) =Vect{Tk}.
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14. Puisque (T0, . . . , Tn) est une base de vecteurs propres, la matrice de Φ dans cette base est diagonale donc
symétrique. Et puisque la base (T0, . . . , Tn) est orthonormée,

l’endomorphisme Φ est symétrique.

Problème 2

EM Lyon 2011 scientifique 1

Un corrigé de J.F. COSSUTTA
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