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Devoir non surveillé 17 - Correction

Probleme
CCP PC 2018 (début)

Une correction de L. Carrot

Partie I - Quelques résultats généraux

©
1. Uo:let LO 200|UO)_
1 1
= (X2—1)et Ly = — U = Z(2X) = X,
=1 Jet b =gt = 3%) 1 1 1
Up= (X212 =X*"—2X2+ 1et L, = 222,(]2 = S(AX° —4X) = (12X - 4) = S(3X% - 1),
2. (un peu trop détaillée ici) @ Montrons par récurrence sur k que :
k-1
pour tout k € [0,n], deg(Uy(lk)) =2 — ket cd(UW) = H(?n — 1) (HRg).
i=0
Initialisation : U" = U, = (X? — = X 4 Z ( ) )""*(X?)* est bien un polynéme de degré 2n—0
ayant pour coefficient dominant 1.
Hérédité : Soit k € [0,n — 1] et supposons H Ry, vérifiée.
k-1
Alors U est de degré 2n — k et a pour coefficient dominant H(?n — 1), donc il existe @ € Ro,_g—1[X] tel
que =0
k-1
Uk = (H(Qn — i)) Xk Q,
i=0
donc
k-1
U’f(Lk+1) — (H(zn o Z)) (2n o k)X2n—k;—1 + Q/
i=0
k
= (H(2n — 2)) X2kl Q'
=0 "
= €ERyy——2[X]
k+1-1
donc U™ est bien un polynéme de degré 2n— (k+1) et de coefficient dominant < H (2n — z)) XF Q.
i=0

On a bien H Rj41.

Conclusion : D’ou, par récurrence, pour tout k € [0,n], Ur(bk) est de degré 2n — k et a pour coefficient
k—1

dominant H(Zn — Q).
=0



1
e Par suite, L, = —U, ™) st de degré 2n — n = n et a pour coefficient dominant :

2np! "
n—1 2n
1 _ 1 ,
o = gy 1= = 50 11
1=0 i=n+1
1 (@2n)! 2n)! 20\ 1
ol ol 2n(nl)2 \n j 2
. La famille (Lo, ..., L,) est libre (degrés échelonnés) et elle est composée de n + 1 éléments de R,,[X], espace
vectoriel de dimension n + 1, donc (L, ..., L,) est une base de R, [X].

. @ Pour tout n € N*, U,, = (X?* — 1)" = (X — 1)"(X + 1)", donc U, a deux racines, -1 et 1, de multiplicité n.
e Comme U, = (X2 - 1)", U = n(2X)(X? — 1)1 =2n(X — 1) }(X + 1) (X — 0), donc, en prenant
A=2neta=0¢ —1,1], on a bien

U =XX-1)""X+1)"X —a).

Remarque. Promis, je n’ai pas fait expres de les déterminer, ils sont apparus tous seuls, comme des
grands...
L’énoncé attendait certainement une autre méthode, que je vais mettre en oeuvre ci-dessous

e Comme -1 et 1 sont racines de multiplicité n de U, elles sont racines de multiplicité n — 1 de U/, donc il
existe @ € R[X] tels que

U =X-1D"YX+1D"'Q.
Comme deg(U!) = deg(U,) —1=2n—1 et deg((X — 1)" 1 (X +1)"!) =2n — 2, on a deg(Q) = 1.
On a U,(1) = U,(—1) ou U, est continue sur [—1, 1] et dérivable sur | — 1,1 (c’est un polynéme!), donc,
d’apres le théoreme de Rolle, il existe o €] — 1, 1] tel que Uy, (a) = 0. Or, Uy (@) = (o — D" o+ 1)”‘1@(04),

~
#0 car a#+1

donc on a Q(«a) = 0.
Comme on a aussi deg(Q) =1 et Q(a) =0, il existe A € R tel que @ = A\(X — a) et on a donc

U= XX-1D""X+1D"1X-a).

. Soit k € [1,n —1].
Supposons qu’il existe des réels a, ..., a; deux a deux distincts dans | — 1, 1] et un réel u tels que :

U = p(X = 1"+ 1R~ an) - (X - ).

On supposera de plus, quitte a renuméroter, que o < - -+ < .

e Alors, comme —1 et 1 sont racines de multiplicité n — k > 1 de UT(Lk), -1 et 1 sont racines de multiplicité
n—k—1de (UMY = U¥™Y | done il existe done Q € R[X] tel que USHY = (X — 1)nk=1(X 4 1)n—F+1Q.

e Comme deg( T(Lkﬂ)) =2n—k—1et deg((X — )" * X +1)"*1) =2n — 2k — 2, on a deg(Q) =k + 1.
e Posons ag = —1l et gy = 1. Alorson a ag < a3 < -+ < ap < Qgey1-

Pour tout k € [1,n + 1], U est continu sur [ag_1, g, dérivable sur |ay_1, ax[ (polynome) et Uék)(ak,l) =
U (o) (= 0).

Donc, d’apres le théoreme de Rolle, il existe £y €|ag_1, o[ tel que (Uék))’(ﬁk) =0& Uékﬂ)(ﬁk) = 0.

On a de plus, par construction,

—l=a<fi<ar <Be < <ap < Pry < apqr =1,
donc les réels (5;)1<i<k+1 sont deux a deux distincts.

e Pour tout i € [1k+ 1], UFV(8) = (8= 1)" (8, +1)" Q(8), donc, comme US(8) = 0, on a

(.

#0 ca;%ﬁé:tl

2



Q(5;) =0, et donc f; est une racine de Q.
e () est un polynéme de degré k + 1 qui admet pour racines (distinctes!) S, ..., Bry1, donc il existe v € R
tel que Q@ = v(X — 1)+ (X — Bry1), et donc

Ut = v(X = )" X )X = B (X = ).

6. e Les questions 4 (initialisation pour & = 1) et 5 (hérédité pour k € [0,n — 1]) permettent de démontrer par
récurrence que, pour tout k € [0,n], il existe des réels ay, ..., q deux a deux distincts dans | — 1,1[ et un
réel py tels que :

U = (X = 1) (X + 175X — )+ (X — ).

e En particulier, pour k = n, il existe des réels aq, ..., a, deux a deux distincts dans | — 1, 1] et un réel pu,
tels que :
L gm ot (X —D)""X+1D)""(X —ap)--- (X — )
"ognplTm 2"n!'un ! "
1
= (X =) (X = a),

donc ay, ..., a, sont n racines distinctes de L, et toutes ces racines sont dans | — 1, 1[.
En les ordonnant, on a bien I'existence des réels —1 < 1 < --- < x,, < 1 tels que

n
L, =a, H(X — ;)
i=1
car L, est de degré n et de coefficient dominant a,,.

Partie II - Etude des éléments propres de I’endomorphisme ¢

7. Pour tout P,Q € R[X], pour tout A € R,

AP+ Q) = (X -~ 1) AP+ Q)" +2X(\P + Q)
= (X*—=1)\P"+Q") +2X(A\P' + Q') (linéarité de la dérivation)
=AM(X? - 1DP"+2XP) + ((X* - 1)Q" +2XQ)
= Ap(P) + ¢(Q),

donc ¢ est une application linéaire.
De plus, elle va de R[X] dans R[X] (énoncé), donc c’est un endomorphisme de R[X].
8. Pour tout P € R,[X], ¢(P) € R[X] et

deg(¢(P)) = deg((X? — 1)P" +2X P') < max((X? — 1)P”,2X P') = max(2 + deg(P"), 1 + deg(P"))
< max(2 + deg(P) — 2,1 + deg(P) — 1) = max(deg(P), deg(P)) = deg(P),

donc ¢(P) € R, [X].
R,,[X] est donc bien stable par ¢.

Remarque. Pour rappel, deg(P + Q)max(deg(P), deg(Q)), avec égalité si deg(P) = deg(Q),
et deg(P’) deg(P) — 1, avec égalité si deg(P) > 1.



9. Soit M = (m; ;)o<i j<n la matrice de ¢,, dans la base canonique de R,,[X]. Alors, V5 € [0, n] Z m; ;X"
Or,

et, pour tout j € [2,n],¢(X?) = (X* —1)j(j — )X/ +2Xj X1
=j(i = DX =5 - DX+ 2jX7 = j(j + X7 = j(5 - DX

Par identification, on a :

m070:():0(()+1) et VZZ 1, mw:O
mip=2=1x2 et Vi>2 m;; =0
Vi€ [2,n], m;=40G+1) et Vi>j+1 m;=0

donc M est bien triangulaire supérieure et, Vk € [0,n], my, = k(k + 1).

Y si=y
Remarque. Pour tout (i,7) € [0,n]*, mi; =4 —j(j—1) sii=j—2.

0 sinon

10. Comme M est triangulaire, ses valeurs propres se lisent sur la diagonale.
On a donc sp(M) = {k(k+ 1), k € [0,n]}.
Enfin, pour tout k € N, (k+ 1)(k+2) — k(k+1) = 2(k + 1) > 0, donc la suite (uy)ren est strictement
croissante.
Les réels (k(k 4+ 1))refo,n) sont donc deux a deux distincts, donc M admet n 4 1 valeurs propres distinctes, et
M e M, ;1(R), donc M est diagonalisable, donc ¢, est diagonalisable.
11.  Pour k =0, U, = 0 et 2kXU; = 0, donc (X2 — 1)U, — 2kX U, = 0.
e Pour tout k € [1,n], U, = 2kX(X? — 1)*7! donc (X2 — 1)U}, — 2k XU}, = 2k XUy — 2kX Uy = 0.
e Pour tout k € [0,n], on a bien (X? — 1)U;, — 2kX Uy = 0.

12. D’apres la formule de Leibniz pour les polynémes, en prenant la convention (habituelle) <Z) =0sik & [0,n],

k+1 (k—l— 1

((X )U/) (k+1) Z >(X2 B 1)(i)(U];)(k+1—i)

= (7)o - npr+ (M ee - wo® + (7 ) ee - v
k41—

k1 D (71 (k1
£ (M) ey

k=3 —0 car i>3

?

k(k+1)

= (X = DU 2k + DXUSY 27

k+1 (k‘—f— 1

U

et (2kXT) D =)

=0

1

)(21@()“ (U9

k+1
1 1 k+1 , .
= (" T e+ (M ey + 3 () @y
0 1 , ) ———
=0 car 1>2

= 2k XUSY 4 (k + 1)2k0P,



donc

(X2 = DU, — 2kXU) ™) = (X2 = DUF™? 2k + VXU + k(k + DUP — 2kXxU — (k + 1)2kU0F
= (X2 - DU poxuFY — k(k + 1)UP.

Par suite, d’apres la question 11,
(X2 = DUF? 1 ox UMY — gk + DUP = (X2 - DU, — 26X U,)#HD = (0)++) = 0,

13. Pour tout k € [0,n], Ly € R, [X] (car deg(Ly) =k <n), Ly # 0 (car a, # 0) et

1 1
on(Ly) = ¢ (—U]E,k)) _ ((X2 _ Ul 4 2XU]§k+1)>

1
T T —k(k+ 1)U® = k(k + 1)Ly,

cfgm 2k !
donc Ly est un vecteur propre de ¢, associé a la valeur propre k(k + 1).

14. e ¢, est un endomorphisme de R, [X] (de dimension n 4 1) qui admet n + 1 valeurs propres distinctes, donc
tous les espaces propres de ¢, sont de dimension 1.
De plus, pour tout k& € [0,n], Ly € Eyri1)(¢n), donc vect(Ly) C Eys1)(¢n) et, par égalité des dimensions,
Exgeon(6n) = vect(Ly).
On a donc |sp(¢,) = {k(k+ 1), k € [0,n]} et, pour tout k € [0,n], Eyy1)(dn) = vect(Ly).
e Pour tout k € N, k(k + 1) € sp(¢x), pour tout P € vect(Ly) = Exrs1)(dr),

¢(P) = ¢p(P) = k(k +1)P,

donc P est un vecteur propre de ¢ associé a la valeur propre k(k + 1).

On a donc {k(k + 1), k € N} C sp(¢) et, pour tout k € N, vect(Ly) C Erri1)(9).

e Réciproquement, soit A une valeur propre de ¢ et P # 0 un vecteur propre associé a .
Soit n = deg(P). Alors

AP = ¢(P) = én(P),
donc P est un vecteur propre de ¢, associé a la valeur propre (de ¢,) A
Par suite, A € sp(¢,), donc il existe k € [0,n] tel que A = k(k+ 1) et P € Ejt1)(¢n) = vect(Ly).
On a donc sp(¢) C {k(k + 1), k € N} et, pour tout k € N, Ejy11)(¢) C vect(Ly).
e Par double inclusion,

sp(¢) = {k(k+1), kEN} et VkEN, Eygpn (o) = vect(Ly).

Partie III - Distance au sous-espace vectoriel R,, [X]

1

15. e Pour tout P,Q € R[X], (P,Q) :/ P(t)Q(t)dt existe car t — P(t)Q(t) est continue sur le segment

1
[—1,1].
e Pour tout P, @, R € R[X], pour tout A € R,

(AP +Q), R) /_ (AP + Q)(t)R(1)dt

1

_ / PR + QU Rt

=A / t)dt + / Q(t) (par linéarité de l'intégrale)
= MNP, R) + (Q, R),



donc (-, ) est linéaire a gauche.
e Pour tout P, @ € R[X],

(P.0)= [ P~ [ QPwi=Q.P)

1
donc (-, -) est symétrique.
e (-, -) est symétrique et linéaire a gauche, donc bilinéaire.
e Pour tout P € R[.X],
1
(P, P) = / (P(t))*dt >0

1

par positivité de l'intégrale (bornes dans le bon sens), donc (-, -) est positif.
e Soit P € R[X] tel que (P, P) = 0.
Comme ¢ — P(t)? est continue et positive sur [—1,1] et —1 < 1,

PP_O<:>/ )2dt = 0 < Vt € [1,1], P(t) =0.

Par suite, P a une infinité de racines, donc P est nul.
(-,-) est donc défini.
e (-,-) est donc bien un produit scalaire sur R[X].

16. Pour tout (P, Q) € R[X]?

(p(P),Q) = / ((t2 = 1)P"(t) + 2tP'(1))Q(t)dL.

Posons u/(t) = (12 — 1)P"(t) + 2tP'(t), u(t) = (> — 1) P'(t), v(t) = Q(t), v'(t) = Q'(1).

Comme u et v sont de classe C' sur [—1,1], on peut intégrer par parties et on a :

0P, = [ (- 1P+ 2P )

1

- [ -vrwew], - [ @ -vreewe=- [ @ -yroeo:

N J/ 1 1

-~

=0

Cette derniere écriture étant symétrique en P et (), on obtient :

V(P,Q) € RIX]?, (#(P),Q) = (¢(Q), P) = (P, 0(Q))-

par symétrie de (-, -)

17. Soit k£ et n deux entiers naturels distincts. On a :

k(k + 1)(Lg, L) = (k(k + 1)Ly, L,) (linéarité a gauche)
¢(Lk), Ln) (car Ly € Eys1)(0))

Ly, ¢(Ly,)) (d’apres la question précédente)
Ly;n(n+1)Ln)  (car Ly € Ryns1)(9))

=n(n+1)(Ly, L,) (linéarité a droite),

(
=
=
=

donc (k(k+1)—n(n+1))(Lg, L,) = 0, donc (Ly, L,,) = 0, car, comme (k(k+1))ren+ est une suite strictement
croissante (cf. question 10), k(k + 1) # n(n + 1).
La famille (L, ),en est donc bien orthogonale pour le produit scalaire (-, ).



18. Soit n € N*.
Comme (Lg, ..., L, 1) est une base de R, _1[X] (cf. question 3), pour tout P € R, 1[X], il existe n réels

n—1
ag, -+ - ap_1 tels que P = E a; L;. Par suite,
i=0

n—1
<P7 Ln> = <ZaleaLn>
i=0

n—1
= Z a;(L;, L,) (linéarité a gauche)
i=0

n—1

ZO (car, pour tout ¢ € [0,n — 1], i # n et d’apres la question 17)
=0

= 0.

19. e Soit k£ et n deux entiers naturels distincts. On a :

<Qk7Qn> = \/Qk;— 1\/2n2_|— 1<L/€7Ln> = 07

donc la famille (@, )nen est orthogonale pour le produit scalaire (-, ).
e De plus, pour tout n € N,

2n+1 2n+1 2
1@ull = ol = 2 [,
homogénéité 2 2 2n—+1

donc (@ )nen est une famille orthonormale pour le produit scalaire (-, -).

e De plus, pour tout P € R[X], en posant n = deg(P), il existe ay, ..., a,, tels que P = Z a;L; = Z (ai n2—l— )
i=0 i=0

donc la famille (@, )nen est génératrice de R[X].
Comme elle est de plus libre (car orthogonale), c’est une base de R[X].

® | (Qn)nen est donc une base orthonormale de R[X] pour le produit scalaire (-, -).

Remarque. La notion de famille libre ou génératrice infinie n’est plus au programme... Il suffisait donc de
répondre que (Q,)nen est une famille orthonormale de R[X]?

20. Soit n € N.
e R, [X] est un sous-espace vectoriel de dimension finie de R[X].
Donc, d’apres la caractérisation par la distance du projeté orthogonal sur un sous-espace vectoriel de dimension
finie, il existe un unique polynéme 7,, € R, [X] tel que : d(P,R,[X]) = ||P—T,|| et T}, est le projeté orthogonal
de P sur R,[X].
e D’apres le théoreme de Pythagore,

1PI* = 1Tll* + 1P = T,



donc

d(P,R,[X])* = ||P = T,|I* = ||P|I* = ||T..]"

n 2

> (P, Qu)Qx

k=0
n

= ||P|]* - Z(P, Qr)?  (car (Qy) est une famille orthonormale)

k=0
n

= [1PIP =) (ex(P)?, o ep(P) = (P, Q).

k=0

=||P|* - (caractérisation du projeté orthogonal dans une base orthonormée)

21. o On a, pour tout n € N, Y_(¢,(P))* = ||P||* — d(P, R, [X])* < | P|*

k=0
n

e De plus, la suite (Z(ck(P))2> est croissante, donc elle converge (croissante et majorée par || P|[?).
neN

k=0
+oo
e Par suite, la série > (cx(P))? converge et Z(ck(P))2 < ||P|*.
k=0

Remarque. Je pense que la preuve ci-dessus est celle attendue, mais il y a plus simple et on aboutit en
plus a un résultat plus précis...
Soit P € R[X]. Posons n = deg(P).

2k +1
Alors, pour tout k > n, (P, Q) = il

(P, L) = 0 (d’apres la question 18)
D’ott > (cx(P)? converge (car (c(P))? est nul au-dela d’un certain rang) et

“+o00 n n

do(e(P)? = (a(P))P =) (PQ* =PI’

k=0 k=0 k=0

car (Qk)o<k<n €st une base orthonormée de R, [X].



