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Exercice

E3A PSI maths 1 2017

Remarque

Deux difficultés dans ce sujet :
e Y est une somme de variables aléatoires dont le nombre de terme est lui aussi une variable aléatoire T
Pour lever ce probleme, on appliquera la formule des probabilités totales avec le systeme complet d’événements

e Certaines variables aléatoires sont a valeurs dans Z qui est dénombrable. Donc, on peut écrire :
Z = {x,, n € N}

Ainsi, on notera par exemple pour X = X; :

N=1=) PX=2,)=> P(X=n) et EX)=) z,PX=ux,)=) nP(X=

neN nez neN neE”L

si 'on suppose que X est d’espérance finie pour la seconde somme. Les deux séries étant absolumente
convergentes, leurs sommes respectives ne dépendent pas de 'ordre de sommation (familles sommables).

A partir d’un corrigé de F. Calio

1. De maniéere évidente, Y (Q2) C Z et comme (T = j) je[ox) Constitue un systeme complet d’événements, on a
d’apres la formule des probabilités totales, on a :

k k
Vnez, PY =n)=Y PY=nT=j) =Y P(T=jXo+ - +X;=n).

§=0 §=0
Or les T et les X; sont mutuellement indépendantes donc par le lemme des coalitions 7" et Xy + - - - + X sont
indépendantes. Ainsi Vn € Z, nlP ZIP’ JnP (Xo+ -+ X; =n).

Or Xy, X1, ..., X admettent une espérance ﬁnle donc c’est aussi le cas pour Xo, Xo+X1, ... Xo+X1+ -+ X}.
Et par la formule du transfert (réciproque),

Vi eA{0,... k}, Z nP(Xo+---+ X, =n) converge absolument.

Et puisque que la combinaison linéaire (finie bien-sur!) de série absolument convergentes est convergente,

E nP(Y = n) converge aussi absolument. Ainsi, ‘Y possede une espérance finie
neZ

Remarque : ici X;(2) = Y(Q2) = Z est dénombrable, donc, d’apres la remarque, les sommes précédentes
ont bien un sens (puisque les séries convergent absolument).



2. Par définition et par la formule du transfert, on a :

=> nP(Y =n)=> P(T = j) (an(xo+m+xj:n)> =Y P(T=jE(Xo+--+X;).

nez =0 nez §=0

Or par linéarité de lespérance, on a E (Xo+ -+ X;) = E(Xo) +--- + E(X;) = (j + 1)E (Xo) car les X

ont la méme espérance. Ainsi :
k k k

E(Y) = Z(J + DP(T" = j)E (Xo) = Z]’]P’(T = J)E (Xo) + Z P(T = j)E (Xo) = E (Xo) E(T) + E (Xo).

Donc |E(Y) = (E(T) + 1) E (Xo) |

3. On suppose que E (Xy) = 0 et que XZ possede une espérance. On en déduit donc que | E(Y) est nulle.

Remarque

Pour justifier I'existence d’un moment d’ordre 2 pour Yon aurait pu utiliser le résultat suivant :

Soient XY des variables aléatoires réelles discretes sur (€2, .4, P).
Si |X| <Y etsiY est despérance finie, alors X est d’espérance finie.

Ce résultat était admis sous le nom de propriété P dans le sujet 4B de Centrale...

k k
OnaY2§<Z‘Xi|> ZX2+2Z\XHX\ ZX2+Z (X7 +X7) < (k+1)) X7
i=0 i=0

1<j 1<j
k

Or on sait que les X? sont d’espérance finie, donc la somme g X? D'est aussi et par la propriété admise,
=0
Y2 a une espérance finie.
Pour rester dans les limites du programmed de PSI, on reprend le raisonnement précédent.
La série E n*P(Y = n) est combinaison linéaire des séries

nel

> nP(Xo=n),....,> n’P(Xo+ X+ -+ X; =n)

neZ nez

qui sont absolument convergentes (formule du transfert) puisque les X; admettent une variance (donc leurs
sommes finies aussi).

Par indépendance linéaire et linéarité de I'espérance, on a :

E ((Xo + - X)) ZE (X7) + Z E(X;)E(Xy) = (j + 1)E (X{) car les espérances des X; sont
0<i<k<j
nulles.
k k
Ainsi par linéarité de I'espérance : B (Y?) = P(T = j)E (Xo+ -+ X;)°) = > _(j + YP(T = j)E (X,)”
j=0 j=0
Ainsi E (Y?) = Z]P E (Xo) +ZIP’ X0)’ = E(Xo)’E(T) + E (Xo)*.

Or d’apres la formule de Koemg—HuygenS V(Y) = E(Y?) — E(Y)?, donc comme E(Xy) = E(Y) = 0, on
obtient alors : |V(Y) = (E(T) + 1)V (Xo) |




Probleme
BECEAS L2 2017 Maths 1

a partir d’un Corrigé de L. Girard

1. (a)

()

1
On rappelle que In est I'unique primitive de ¢t — n sur RY qui s’annule en 1. Avec

1 1 n+1 dt
un+1—un=n—H—Un(n—i-l)—ln(n)]:n+1—/n —

1 nHdt 1
et la décroissance de la fonction continue ¢t — — sur R* , on a — > , donc U, — u, <0,
¢ + *

n t 7~ n+1

c’est-a-dire que | la suite (u,)nen+ est décroissante.

1 1 1
On aurait pu derire aussi w, 11—, = —— — [(n+1) ~In(n+1-1)] = —— ~In (1~ <0
n auralt pu écrire aussl Uy — U 1 [In(n+1) —In(n + )] n+1 n( n—l—l) =
car In(1 + u) < u.

k+1
De méme, avec z > / " pour tout k£ > 1, on obtient
k

n

1 & [Mat L gt
Hn: _2 - = — =1 ]-7
Y T Femesy

d’olt u,, = In(n+1) —In(n) > 0, ce qui signifie que la suite (u,,) est minorée par 0 et donc, par théoreme,
qu’elle est convergente. En notant v sa limite, on peut écrire

H,=In(n)+v+ o (1)].

n—-+o0o

c.f. cours.

2. Grand classique! D’une part, limf = 0, donc il existe un A > 0 tel que

r>2 A= |f(z)] <1

Comme f est continue sur le segment [0, A], elle est bornée sur ce segment, c¢’est-a-dire qu’il existe un M > 0
tel que |f(x)| < M pour tout = dans [0, A] et finalement |f(x)| < max{1l, M} pour tout = dans R, :

[f € CO(RY) et ligf = 0] = [f bornée sur R]|.

3. Le début est un (E3) de colle.

(a)

Pour tout k£ dans N, on a 1 = (k + 1) — k et la réunion disjointe d’événements
(X>k—-1)=(X=kU(X >k),

donc, P(X >k —1)=P(X = k) +P(X > k) ou encore P(X = k) =P(X >k —1)—P(X > k). Ainsi,
pour tout N > 0, on a

ShRX =k) = Y k:(]P’(X>k:—1)—IP’(X>k)>

((k—l)IP’(X>k—1)—k:]P’(X>k)> +3 P(X > k- 1)

N N
k=1 k=1



(d)

La premiere somme est télescopique

N N
Y KP(X =k) = —NP(X>N)+> P(X>k—1)
k=0 k=1
N
= —“(N+DP(X > N)+P(X >N)+ > P(X >k—1)
k=1
N
= ~(N+DP(X > N)+ > P(X >k)
k=0
N N
Et finalement, on a bien démontré : Z]P’(X > k) = Z EP(X =k)+ (N+1)P(X > N)]|.
k=0 k=1

i.  Puisque X est d’espérance finie, a série a termes positifs Z n P(X = n) est convergente (de somme
E(X)), et donc la suite de ses restes (R, )nen+ est de limite nulle. Avec

R, = f EP(X =k) > (n+1) f P(X =k)=(n+1) P(X >n)

Par encadrement, on obtient A}im (N+1)P(X >N)=0.
—00

ii.  Avec I’égalité obtenue en (a) on obtient la convergence de la suite des sommes partielles de la série

+oo
> P(X >n) et Iégalité | E(X) =Y P(X >n)|.
n=0

Si la série Z P(X > n) est convergente, alors ’égalité obtenue en (a) donne aussi

NE

+o0
EP(X=k) <) P(X>k) <Y P(X>k)=M
k=1 k=0 k=0

Donc la suite des sommes partielles de la série ZnP(X = n) est aussi majorée, et comme elle est

croissante (le terme général est positif), elle converge. Ainsi la série ZnP(X = n) converge, c’est-

a~-dire que X admet une espérance (finie). On peut alors utiliser ce qui précede pour avoir 1'égalité
demandée et finalement

(X est d’espérance finie ) ;= <Z P(X >n) Converge> .

+oo
Et, en cas de convergence : F(X) = Z P(X >n)
n=0

i.  Pour tout ¢t dans R* =] — 00, 0[, P(X >t) =1 et pour tout n dans N, pour tout ¢ dans [n,n + 1],
P(X >t)=P(X >n+1)=P(X >n). Ainsi les seuls points de discontinuité de t — P(X > t)
sont les entiers de N avec une limite finie a gauche, égale & P(X > n—1) = P(X > n) et une limite
finie a droite, égale & P(X > n).

Tout segment [a,b] de R contient un nombre fini d’entiers naturels, donc la fonction considérée
admet un nombre fini de points de discontinuité et en chacun de ces points, elle admet une limite
finie & droite et/ou a gauche : elle est continue par morceaux sur ce segment (de fait, elle est en
escalier), et donc, par définition d’une fonction continue par morceaux sur un intervalle quelconque,

4



(e)

la fonction ¢t — P(X > t) est continue par morceaux sur R|.

(elle est méme continue a droite en tout point).

ii. En notant f(t) = P(X > t) pour tout ¢t dans R, la fonction f est continue par morceaux, positive

et décroissante, donc par théoreme de comparaison des séries et des intégrales, la

série Z f(n) et

I'intégrale / f(t)dt sont de méme nature. Alors, avec I’équivalence obtenue en (c¢) on obtient
[0,400]

+oo
(X est d’espérance finie > = (/ P(X >t)dt converge).
0

k1
En cas de convergence, avec / P(X >t)dt =[(k+1)— k] P(X > k) pour tout k € N, on a
k

n—1

k+1
/ (X >t)dt = Z/ P(X >t)dt=> P(X > k),

k=0

n

+oo n
donc, avec / P(X > t)dt = lim P(X >t)dt et E(X)= lim Z P(X > k), on obtient
0

n—oo 0 n—oo

+oo
si X est d’espérance finie , alors E(X) = / P(X >t)dt
0

Ce qui précede donne pour la variable aléatoire X? :

+oo
(X % est d’espérance finie ) J = ( / P(X?>t)dt converge).
0

+00 +0oo
Avec / P(X? > t)dt = / P(X > +/t)dt et le changement de variable u = V/f, c¢’est-a-dire
0 0

t = u* = p(u) donc dt = 2udu (¢ bijectif, croissant et de classe C' sur R* =]0, +oo[ sur lui-méme), en

cas de convergence on obtient (les deux intégrales étant de méme nature)

+oo +oo
/ P(X>\/E)dt:/ 2uP(X > u)du.

+oo
Finalement, (X 2 est d’espérance finie ) [ / t P(X > t)dt converge
0

+oo
et, en cas de convergence, | F(X?) = 2 / tP(X >t)dt
0

. c.f. Cours
(a) AvecO<q—1—p< 1, on a, pourtoutndansN

P(X >n) = Z Z pgt =
k=n+1 k=n+1
c’est-a-dire P(X > n) = ¢". En particulier P(X > 1) =q.
P X=k+1NX>1
Pour tout k£ dans N, on a Py~ (X —1=k) = ( P(X]>1)[ ])
Avec [X =1]N[X > 1] =0 et [X =k + 1] C [X > 1] pour tout k dans N*, on obtient

Px-1(X —1=0) =0 et pour tout k dans N*, Py~ (X —1=k) =

P(X=k+1) pq"

q ok

P(X >1)
c’est-a-dire que X — 1 suit la loi géométrique de parametre p : | (X — 1)x=1 ~ G(p)|.

q



(b) Les variables X; étant indépendantes on a P(A) = [[;_, P(X; > 1).
Comme les variables (X; —1) sont aussi indépendantes, on obtient, pour tout (k;)1<;<, de N, Pa(X;—1 =

k:l,---,Xr—lzkr):ﬁﬁP([Xi—lzkzi]ﬂA).

Si I'un des k; au moins est nul on a PA(Xl —1=ky, -, X, —1=k,) =0 et sinon

Pa(Xi=1 =k, , X, =1 = HP kN[X; > 1)) = H P(Xi —;&fz’iq){)@ > 1))

c’est-a-dire avec le résultat de a), PA(X1 — 1=k, X, —1=k) =[] P(X; = ki) et finalement

V(k)icicr ENT, Pa(X1 —1=ky,-- X, —1=k.)=P(X1=ky,--, X, =k.)|.
6. (a) Comme produit de deux variables aléatoires discretes, X x 14 est une variable aléatoire discrete.

Avec T4(w) € {0,1} pour tout w dans © on a |X x M| < |X| donc si X a une espérance (finie), alors
X X 14 a aussi une espérance (finie).

Sionnote Y =X x 1y, on a

Y =0] =[X =0]U A° et, pour tout z € X(Q)\{0}, [Y = 2] = [X =z] N A.

Ainsi, on a

EY)= ) zPY=z)= > 2PY=u)

€Y (Q) z€Y (Q)\{0}
E(Y)= ) aP(X=zlnA)= Y  aPasX=z)x P(A)
zeYKKD\{O} zeY (Q)\{0}
E(Y) (A) x x P =) (avec Y(Q2) C X(Q) U {0})
z€X(Q)

E(X 1) = P(A) Ea(X)|.

n n
(b) Avec 1 = Z Ny,,ona X = ZX -1, et la linéarité de I'espérance donne avec le résultat précédent
k=1 k=1

X) =) Ea(X)P(A)

7. Pour n dans N*, la fonction I,, est définie sur €2 et a valeurs dans N*.
Pour tout k dans N*, [X; > k] est un événement (dans A) pour tout i dans [1,n], donc, I'image réciproque
(I, > k] = (_,[X; > k] est un événement comme intersection finie d’événements, donc, pour tout k > 1,
(I, = k] = [L, = k]\[L,, = k + 1] est aussi un événement : I,, est une variable aléatoire discrete a valeurs dans
N* et il en est de méme pour M,,.

| Partie II.]|

1. Si X ~ G(p) alors (comme plus ou moins déja vu en I 5.a), pour tout k£ dans N* on a,

>k)=) P(X=n)=) pq"' =pd" Zq = 1_q AR
n=k n=k
si X ~ G(p), alors Vk € N*, P(X > k) = ¢~
Ainsi, avec I'indépendance des variables X7, Xg, .o, X, et le résultat donné en 1.7, on a
Yk e N, P(I, =k) = (¢"")" = (")"=¢* "1 = ¢ = (1 - ¢") (¢")*", Cest-a-dire :

I, ~G(1—q").

1 n
2. Avec le cours, on a E(I,,) = et V(I,) = q—’ donc, avec ¢" €]0,1[ , on obtient

(1—q")?




lim E(I,) =1, lim V(I,) = 0.

n—oo n—oo

De plus, toujours avec ¢" €]0, 1] et le résultat de a), on a (avec P(I, =1) =1 — ¢")

3. (a)

(b)

lim P(I, =1)=1etVk >2, lim P(I,=k)=0.

n—oo n—oo

La suite (In(w))n o ©st décroissante (c’est le minimum d’une suite croissante d’ensembles finis) et
minorée par 1, elle est donc convergente.

Comme la suite (In(w))neN* est une suite d’entiers naturels non nuls, elle est de limite égale a 1 si et
seulement il existe un ng dans N* tel que I,,,(w) = 1 (et alors I,,(w) = 1 pour tout n > ngy), c’est-a-dire
que Von a £ =J>~ [I, = 1], ce qui établit le fait que £ est un événement.

De plus, la suite d’événements ([I,, = 1]),en+ étant croissante pour l'inclusion, la propriété de continuité
croissante donne P(L) = nh~>I£lo P(I,=1)=1:

‘E est un événement presque sur | .

| Partie II1. |

1. (a)

i.  Sion note S, = ZXZ-, S, a une espérance et E(S,) =nE(X;) = n
p

i=1

1
Avec X; < M,, < S, on en déduit que | F(M,,) a une espérance et — < E(M,) <
p

STE

ii.  Avec (M, <k)={N_,(X; <k), 'indépendance des X; et
PX,<k)=1-P(X;>k+1)=1-¢",
on obtient :|P([M, <k])=(1—-¢")"|.
i. Pour K € N*, avec le systeme complet d’événements ([M, < K], [M,, > k]) (ces deux événements
sont de probabilités non nulles) et la formule de 'espérance totale (comme dans 1.6) on obtient
E(M,) = E(M, W, <)) + E(M, Wiag, > k1)
Avec M, (w) > K pour tout w dans I'événement [M,, > K], on obtient
E(M, U, > k) > K P([M,, > K]) (1.6.a)
et finalement | VK € N*, E(M,) > E(M, W, <x)) + K P([M, > K])|.
ii. Avec P([M,, > K])=1-P(M, <K])=1-(1-¢")", et ¢" €]0,1], on a
lim P([M, > K]) =1 pour tout K dans N*.

n—-+0o

Pour A > 0, en prenant K = [2A]| + 1 et N tel que P([M, > K]) >

pour tout n > N, on a

DN | —

1
E(M,) > K P((M, > K]) > 2A % 5 > A,

On a montré : | lim E(M,) = +oo|.
n—oo

Avec, pour tout k£ dans N et tout n dans N*,

n n
1 — 1_kn:1_ —1)¢ kyi _11—1 ik
(1= §in@< Fa =300 ()
la formule obtenue en 1.3.b.ii donne (toutes les séries géométriques intervenant étant convergentes, car

de raison ¢ € [0, 1] pour ¢ > 1)

E0L) = Y P(M, > K) =Y (Z(—ly‘-l () <q2‘>k>

k=0 k=0 1=1



(b)

n ' 1
EM) =Y (-1 (" .
() =31 () =
Pour tout k& dans N et tout ¢ dans [k, k + 1] on a

t]=ket PIX>t)=P(X>k)=1—(1-¢")"=1-(1-q¢lthH"
L’application [t — P(X > t)] est donc continue par morceaux sur R, et la formule obtenue en 1.3.d.ii

donne | E(M,,) = /+OO(1 — (1 —qglthr )dt].

Avec ¢' = exp[t In(q)], en notant pour ¢ dans ]0,1[ et k dans N, f(t) = ¢' (1 — ¢")*, la fonction f est
continue sur Ry, avec f(0) = 6.

1
Avec lim ¢ =0ona f(t) ~ ¢'etavec lim t*¢' =0, on a f(¢ ) = 0(;), donc par comparaison
t—+00 t—+o00 t——+o00 —4oo 12
aux intégrales de Riemann (2 > 1), la fonction f est intégrable sur [1 +oo[ donc aussi sur [0, +00] :
400
I'intégrale q' (1 — ¢")*dt est convergente.

0
L’application [t — ¢'] est de classe C', strictement décroissante et bijective de ]0, +oo[ sur ]0, 1| (avec
Ing < 0), done, en posant u = ¢' = exp(t Inq) on a du = In(q) ¢* dt et

oo 1 ! 1 [—(1—wk1]!
fl—gdt=—— [ 1-wldu=-—— |
J Ay R e ol

400 1
Vk € N, / 1— dt =
0 ¢ (1= (k+1)Ing
- - (1—q)"
Avec ¢' €]0, 1] pour tout ¢ > 0, on a kz_o(l — " (=g c¢’est-a-dire
n—1 n—1
L—(1=g)"=¢" ) 1-¢)=) ¢(1-¢)
k=0 k=0
- , o 1. 1 .
Ainsi, avec le résultat qui précede et H,, = — = , on obtient
k kE+1
k=1 k=0
+o0 H
Vn € N¥, 1—(1—g"H")dt = ——21.
n /0 (1= (1—¢")") g

i.  Avect > [t] et In(g) <0ona gt > ¢ donc1—(1—qgt)" >1—(1—¢")" et, avec 'expression

n

obtenue en 2.b et le résultat précédent, on obtient E(M,) > g
ng

1 —+o00
E(M,)= | (1—(1—q¢"")dt+ (1—(1—q"hm)at,
[a-o-ema
E(M,) =1+ / (1—(1— g™ at

Avec

donc, avec [t + 1] >t (comme ci-dessus mais dans 'autre sens),

E(M,) <1+ /O+Oo(1 —(1—q")")dt

H, H,
et finalement |Vn € N*, ——— < EM,) <1——]|.
In Ingq
. : In(n)
Avec H,, ~ In(n) et lim In(n) = +oo, on obtient | E(M,,) -
n—oo n—o00 n—00 ln(q)
ii.  (on peut se demander quelle cohérence mathématique il y a a déduire un résultat, accessible directement

par Uétude de niveau élémentaire des deux différences, du résultat précédent obtenu lui aprés de longues
chicanes ... il est peut-étre sain de ne pas répondre a cette question ; voir ci-dessous IV.1)



()

i.  En notant cette fois, pour ¢ dans |0, 1] et k dans N, f(t) = tq' (1 — ¢*)¥, la fonction f est continue
sur Ry et avec lim t*¢' =0,0on a f(t) = o(=), donc la fonction f est intégrable sur [0, +oo].
t—+oo t—+oo 12
1= (=g

(k+1) In(q)
avec Pn% g(t) =1, donc limtg(t) =0et
—

pour tout ¢ dans Ry, on a ¢'(t) = (1 — ¢*)*, donc,

ii. Sion note g(t) =

t

: t_ VR t a4
t£+mooq =0, donc (1 — ¢") 1—(k+1)q¢"+o0(¢"), donc g(t) e g donc t£+mootg(t) 0,

une intégration par parties donne

_ [ 1-(1—g)* 1™ 1 o
Oék—/o tg'(1—q')dt = [—(knLl)ln(q)L —(k’+1)1n(q)/0 (1—(1—=g")") dt:

1 e t\k+1

e Alors, avec la méthode et le résultat vus dans 3.b), on a

/O+°°t(1_(1_qt)")dt_/0 (th 1—4" )dt Zak

e t 1« 1 e t\k+1
tl-—1=-)dt = —— S —— 1—(1— dt
/0 (1-(1—-¢")) lnqk:0k+1/o (1—(1—g")**") at,
+o0 | Hyoy
tl—(1=gdt = —— S — (= 5F
/0 (1==d)) Ing kok:—l—l( lnq)
+o00 1 Hk
Vn € N*, t(1—(1—=¢"H")dt = —=
" /0 (1-(1=4)) n?g &k

n
e Avec M,, < Z X}, la variable M, admet un moment d’ordre 2 et, avec [.2.e on a
k=1

+o00 +o0
E(M?) :2/ t(1—(1—q"m) dt>2/ t(1—(1—g"")dt
0 0
, ;s 2 2 o Hk
Alors, le résultat précédent donne E(M;) > 3 7
el

Avec
%E<M3)=/Ot(1—(1—q ))OZH/1 t(1- (1 -q"))de

+o0o
FEOL) =5+ [ (- 0—g ) a

donc, avec [t + 1] >t comme ci-dessus mais dans 'autre sens,

1E(M) 1+/ Oo(t+1)(1—(1—q))d
% /+OO 1—( 1—q))dt+/oo(1—(1—qt)”)dt
08 < 5 g 2k g

et finalement

Vn € N*, <SEM?) <1+ —5 2",

1 k In? g —~ k Ing

q k=1

Pour tout n dans N*, on a
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(d) Avec d.bet —* < E(M,)* <1+ —*~ —2—" (3.c.i), on obtient donc
n’q In“¢q ngq
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¢’est-a~dire, avec 2 z’"‘: ﬂ = H? + 2": i
) ]{: n k27
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" H, 1 1 i,
—2—1+2—<V(Mn)<1+T —2—2—
1 k Ing In"q ~— k Ing
1
La série de Riemann de terme général — étant convergente, on a Z — = o(Inn), donc 'encadrement
n2 P ]{52 n—00
o : V(M) C s
précédent dit, avec H,, ~ Inn, que le rapport Vi est borné, c’est-a-dire |[V(M,,) = O(lnn)|.
n—oo n n—oo

| Partie IV.]

1. Avec 'encadrement obtenu en c.ii on a immédiatement, pour z dans |0, 1],
2

1
z(l—-—) <z+In(l-=2) <0, cest-a-dire | — <o +In(l—2)<0|.

1—=x 1—=x

1

pour obtenir ’encadrement avec des moyens élémentaires : en posant g(x) = x+1In(l—=x), on a ¢'(xz) =1— =
1—-2z

i < 0 et avec g(0) = 0, on a g(x) < 0 pour tout x dans |0,1[ et en posant h(z) = (1 —z) In(1 —z) + z, on a
—x

flL/(:n) =—In(l—2)—1+12>0, donc avec h(0) =0, on a h(z) > 0 pour tout x dans ]0,1[)
2. Pour tout n dans N* et tout k& dans N*, avec ¢ €0, 1[, on a
e—nd® _ (1— qk)n — o nd" _ gnln(l—¢*) _ (1 [qk+ln(1—q")}).
Avec la partie droite de I’encadrement precedent (pour x = ¢" 6]0 1[) on a
n[¢" +1In(1 — ¢*)] <0, donc 1 — erla"+in1=a")] >
Avec e > 1 4 u pour tout u dans R (étude de la différence ou convexité -MP- de l’exponentielle et tangente & la
courbe Cexpp au point d’abscisse 0) on a 1 —e" < —u pour tout uw dans R, donc ici
1 — enld*+in(-a" < _p (¢" + In(1 — ¢"))
et la partie gauche de I’encadrement précédent donne
1 — enld*+n(1-a"] < o (¢")? )
1—gk

nq2k k

e T,
1—q

Ainsion a : [e 4" — (1 — ¢*)"

1
Avec 0 < ¢* < ¢ pour tout k£ dans N*, on a T < 7 et on obtient finalement
—4q —4q
V(n, k) € N**, ‘e’”q —(1=¢"" < . e "4
—q
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3. En posant f(z) = z%e™®, f est de classe C! sur R avec f/'(z) =z (2 —z)e ™.
Ainsi f, qui est a valeurs positives, est croissante sur [0,2] et décroissante sur [2,+oo] avec f(0) = 0 et
l+1mf =0, donc f est bornée sur R, par f(2).

(il serait sans doute mieur vu d’utiliser 1.2 et de remplacer le 4e~2 par M = || f]...)

1 4
4. Avec le résultat obtenu en III.1.a.ii et n¢?*e™ e f(ng") < © , on obtient
n
4 -2 1
W¥n € N*, Vk € N*, (P([Mn <K)) —emd| < 28
1 —qn’
4e2 1
done Vn € N*, sup [P([M, < k]) — e ¢ < ==
keN* S 1l—gqn’
et donc | lim sup [P([M, < k]) —e ™| =0].
n—oo keN*
| Partie V.|
1. (a) Soit n dans N*.
e Pour k = n, avec Ep, ( ZzPBn

Pg, (M, = 1) =1 et pour i > 2, Pg, (M, =1i) =0,
on obtient : Ep (M,) =1=1+mg =1+ my_.
e Pour tout k£ dans [0,n — 1], en notant M/ = max(X; —1,---, X, — 1), on a M/ = M,, — 1 donc
Ep, (M) = Ex(M,) + Ep, (1) = Ep, (M) + 1.
Avec I'indépendance des X; et le fait qu’elles soient toutes de meéme loi géométrique, la variable aléatoire

M a méme loi conditionnellement & By que (X4 — 1,---, X, — 1), c’est-a-dire méme loi que (X; —
1.+, X,_x — 1) conditionnellement & A, = ﬂ?:_lk [X; > 1] et, avec 1.5.b, on sait que ce vecteur a, pour
la probabilité conditionnelle P4, méme loi que (X7, -+, X,_) pour la probabilité P, d’ou (en prenant
le maximum du vecteur aléatoire)

Ep (M) = E(My_i) = my—y,
et finalement |Vn € N*, Vk € [0,n], Ep, (M,) = —i—mn k|-
On note Hy, = {w € Q, card{i € [1,n], X;(w) =1} = } pour k dans [0, n].

On a HO B(], H Bn
Pour tout k£ dans [1,n — 1], on note P, 'ensemble des parties & k éléments dans [1,n]. On sait qu’il est

n
de cardinal ( i et pour tout A dans P, x, avec I'indépendance des X;, toutes de méme loi géométrique,

Ca = (ig[Xi = 1}) N ('QA[Xi > 1]>,
ona Ec,(M,) = Ep, (M,) =1+ my,_.

n—1
Ainsi, avec la partition (Ho UH, U ( U CA>) de 2 et

k=1 \ A€P,

en notant

P(By) = P(B,) = P(Cx) = (%)” pour tout A dans P([1,n]),

la formule de 'espérance totale (I1.6.b) donne

m, = B(M,) = Eg,(M,) + Eg, (M,) + i > Ec,(M,)
k=1 \ AeP,
m, = zin (14+my,) + (1 +mg) + kz_l (Z) (1 +mn—k>}
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1 << [n
t final t|Vn e N, m, = — 1 nk) | -
et finalement | ¥n € N*, m, = kzzo (k;)< + My i)

Inn My,
. Avec m,, = E(M,) ~ —-—— on a, par croissance comparée lim — z" = 0 pour tout x dans R, donc le
n—oo  Ingq n—oo N

rayon de convergence de la série entiere E — 2" est infini.

n:
n=0

. Avec Z (Z) = 2" T’égalité obtenue en 1.b donne
k=0

n

]_ n N . = n n
A D) (k) a4 s ( ) Mg = 2" (1 — 1)

[e.o]

et alors le produit de Cauchy des deux séries enticres e” = Z — et M(z) = Z m_r z" donne, avec my = 0,
— n!
M Z Z mn k Z Z mn k xn:iQn(mn—l)xn
k! (n —k)! k! (n —k)! — n!
my, " = 1 -
M(w)ex:z%H(Qx) —z:l(n') (2x)" M(Qx)—(e2 —1),

M@2z)=e**—1+ M(x)e"
c’est-a-dire finalement : |Vz € R,G(2x) =1 —e2" + G(z)| .

" M®™ (0
. Avec le cours, M € C>*(R) et, pour tout n dans N, M _ ©

n! n!
Avec M (z) = e* G(z) la formule de Leibniz donne

My = M®(0) = i (Z) G®(0) exp™ P (0) =Y (Z) G®(0).

k=0 k=0
Enfin, la formule obtenue en 4, donne par récurrence sur k, I’égalité

28GR (27) = —(—=2)Fe72% 4 GW) (),

donc m,, = M™(0).

k

d’ou, pour x = 0, (28 — 1) G®)(0) = (—1)**1 2% cest-a-dire G*)(0) = (—1)F! o7 © finalement
Vn € N*, E(M,) =m, = i(—l)k—1 2
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