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Devoir non surveillé 14 - Correction

Probleme
Mines PC 2017 Maths I

Partie I : Deux représentations de S,

sin nx .
est continue sur R.

1. e Pour tout n € N*, I’application f, :z ——

1
e Pour tout n € N*, f, est bornée et |[|f,|[c < — . Puisque @ > 1, d’aprés l'exemple de Riemann, la
n

: 1 L . :
série g — converge. Par théoreme de majoration pour des séries a termes réels > 0, la série g | frlloo
n
n>1 n>1

converge, donc la série d’applications E fn converge normalement sur R.

n=1
D’apres un théoreme du Cours (convergence normale et donc uniforme, et continuité pour une série d’ap-
plications), on conclut :

‘ S, est continue sur R ‘

1

2. Comme ¢t >0, et |ul <1, e —u#0. Aussi J : t —> est continue sur ]0, 400[, a valeurs positives.

et —u

1
e au voisinage de 0, J(t) ~ qui est intégrable sur |0, 1] si et seulement si 1 —v < 1, ou y > 0.

t—=0 (1 — u)t'=
e au voisinage de +o0, tligrn t2J(t) = 0 (grace a e~*). Donc, par comparaison, .J est intégrable sur [A, +oo]
—+00

quelque soit 7.

En conclusion : | J est intégrable sur |0, +oo si et seulement si v > 0.
Soit ¢ > 0. On pose,

N-1
u
Ry (t,u) = (et . ue ™! Z(ue_t)”) ot

n=0
3. On a, pour tout ¢ € [0; 400, par sommation géométrique et puisque |ue ~*| < |u| < 1, donc ue " #£1:

U - 1— (ue —t)N N+1 e —Ntta—l
—ue

et —u 1—wuet?

et —u et —u

Ry(t.u) = < )to‘*l— ( u u(l—uNe_Nt)>ta1:u

et —u
4. lére méthode :

e Pour tout NV € N*, Ry(-,u) est continue par morceaux sur |0 ;+oo.

e La suite (Ry(-,u))

Nen=
donc uNtle ™M — 0.

Noo

converge simplement vers I’application nulle sur |0;+o0], car |u| < 1 et ¢t > 0,

e L’application nulle est continue par morceaux (car continue) sur |0; +o00.



’U‘N+16_Ntta_1 ta—l

e D’apres 2- : Vt€]0;+oo], |Rn(t,u)|= P < et_u:J(t),

et J est intégrable sur |0; 4+o00[ d’apres 2-, avec « a la place de 7.
D’apres le théoreme de convergence dominée, on conclut que, pour tout N € N* Ry(-,u) est intégrable

+o00o
sur |0; +o0[ et que : / Ry (t,u)dt - 0.
0 oo

2éme méthode :
e Soit N € N*,

« L’application Ry (-, u) est continue sur |0 ; +00], d’apres sa définition en 2-, ou d’apres 'expression obtenue
en 3-.

N+1
u tafl

«En0: Ry(t,u) A

> 0, donc, d’apres I'exemple de Riemann en 0 et le théoreme d’équivalence
pour des fonctions & valeurs réelles > 0, Ry (-, u) est intégrable a la borne 0.

uN—i—l e —Nttoz—H

* En 400 : *Ry(t,u) =
—+00.

— 0, donc, comme en 3-, Ry (-, u) est intégrable a la borne
et —u t — 400

Ainsi, Ry(-,u) est intégrable sur ]0; +oo.

|U|N+le_Ntta_1 ’U|N+1

e On a, pour tout N € N* : |Rn(t,u)| = - < . e Nt
et —u —u

donc :
+o00 +o0 |U|N+1 +oo

‘/ RN(t,u)dt‘ g/ | Ry (t,u)] dt < —/ e Nige—tqy
0 0 0

1—u

|U|N+1 /+OO B (S )O‘_lds |u|N+1 1
g _— S — - = —_F — 0
[s=Nt] 1—u J, ¢ N N 1—u N« (o) Noo

car |u| <1 (et a > 0).

On conclut :

“+o00
/ Ru(tu)dt —> 0
0 Noo

uta—l

et —uy

. e Le résultat de 2-, avec « & la place de ~, prouve que, pour tout « € ]0; +oo[, application t —
est intégrable sur |0 ; +oo.

e On a, en utilisant le développement en série entiere géométrique et la définition de Ry(t,u), pour tout
te€l]0;+o0o[:

utafl utocfl e —t N-1
= =ut* et E (we™)" + Ry(t,u).
t_ _ —t )
e U 1—wue ~

Les applications en question étant toutes intégrables sur ]0; 4+o00[, on a :

N-1

+o0 uta—l +oo . . . +oo
dt = t* e ) dt Ry(t,u)dt
/0 o /0 ut® e (Z(ue )) —1—/0 ~(t,u)

n=0
+o0
/ utafl e —t <
0

et :
N— N-1

—+00
(we ft)n> dt — Z L / o —(n+Dtpa—1 gy
0 0

n=

[y

3



n=0
+o00 N-1 n+1 N n
(e ) S e O
0 — (7’L + 1)()‘ [n+—n+1] o n
On a donc :
N

400 n
Comme / Ry (t,u)dt - 0, il en résulte que la série Z F(a)u— converge. De plus, comme I'(«) #
0 o0 ne

n>1
n

u
0 (car I'(ax) > 0), la série E — converge, et on déduit, en faisant tendre l'entier N vers l'infini :
n
n>1

_ +o0
+o0 ut® 1 u”

dt =T —
et —u (a)nzl ne

Vae€]0;+ool, /
0

. On admet que l'identité (?7) reste vraie aussi pour u = €'% ou z €]0, 27|.
Soit x € R — 277Z. 11 existe alors X €]0;27[ et k € Z tels que v = X + 2k.
iX

On applique (2) au= e résultat admis dans I’énoncé) :

x +o0 ta—l +oo einX
e’ dt =I'(« .
| ey

n=1
Comme :
+o0 : oo +oco .
e inX cosnX . sinnX
e e ) D
n=1 n=1 n=1
on a donc :

iXtafl

too 4 +00 o iXypa—1 +00 eixtaq(et_ efiX)
F@%@ZM%A E???@:A m%;?;ﬂ“il I (g o= o)

/-i-ooI < e iXta—l et _ toz—l ) &t /+oo sin Xta—l i@t sin X /+oo ta—l it
— m = = —— dt.
0 e?t —2cos Xet +1 o et—2cosX + et 2 Jy cht—cosX

Finalement, comme I'(a) # 0 (car I'(«) > 0), et que z = X [27] :

S0 () f sinnx  sinz /+°° ot it
a €T ey == _—
—~ n° 2T(a) Jy  cht—cosx

. On ne pouvait pas ici utiliser le théoreme de convergence uniforme car ici t — % est continue sur
10, M] (o — 1 peut étre négatif).
L’utilisation du théoreme de convergence dominée et le théoreme d’intégration terme a term aboutissent.
On choisit la premiere solution.

On écrit L 1 X ! t Y <1
n ecri ue = el comime on a
Tn® —u ) 1- Y ch(@®)| S
a— oo unte— 1
Vvt €0, M
E] ’ ]’ ht —u ; n+1



Uty 1

)) n+1

somme S : t — h — — est contlnue par morceaux sur |0, M].

e La série de fonctions de t, Z converge simplement sur [0, M] (car |u| < 1 et ch(t) > 1) et sa

e Pour tout n € N, t — est continue par morceaux sur |0, M].

ch t) nt1
e Hypothese de domination : pour tout ¢ €]0, M], pour tout n € N, on a

n — —
ukta 1 1 to 1

|u|kta 1 |u|kta _ B
S Z s Z DL T cht — [u] o(t).
k=

On montrerait que ¢ est intégrable sur |0, M ] Et donc par le théoreme de convergence dominée pour les
séries de fonctions, on a :

n=0

2 T

. Notons, pour tout n € N :

M a—1
t
hy, :]0; — R, M +—— h,(M)= " dt.
0; ool R R
400 ta—l ta—l
e Pour tout n € N, on a: h,(M) . :>+Oo i u” COER dt car l'application ¢ — un_(ch t)_"+1 est

intégrable sur |0 ; +oo[, comme plus haut.

e On a, pour tout n € N et tout M €]0; 400 :
M tafl
) =| [ ] <
Cht n+1

un

+00 tafl +o0o tafl
< Jul” —dt < |ul dt.
Sl /0 (cht)ntl ™ = [ /0 cht
Il en résulte que, pour tout n € N, h,, est bornée et que :

“+o00 toz—l
alloo < Jul” / dt.

cht

Comme |u| < 1, la série géométrique E |u|™ converge, donc, par théoréeme de majoration pour des séries
n=>0
a termes réels > 0, la série E [|hnlloo converge, donc la série d’applications E h,, converge normalement
n=0 n=0

sur |0; +o0.

D’apres un théoreme du Cours (convergence normale et limite), on peut permuter limite et série, d’ou :

n=0 0

Il en résulte d’apres 7- :




9. Soit x € R — 7Z. On applique 7- a

Puis, en utilisant 6- :

Sa() =

sin x /+°°
20 (a) Jo

u=cosz (on abienue]—1;1]) :

tafl +0o

+o0 +o0 ta—1
—— dt =) cos"” ——dt.
/0 cht —cosz Z x/ﬂ (cht)ntt

ta—l

cht —coszx

n=0

)
—

2
(]

On conclut, avec les notations de I’énoncé :

; +oo +oo a—1
sin x t
dt = ( —_— dt) cos"x =
/0 (cht)™+T

Partie II : Comportement asymptotique

Soit B :]0, +oo[— R une fonction continue telle que :

sin
R — 77 -
Ve 7w, Su(z) 3T (a) Go(cos)
+o0
/ |B(s)| ds < +o0.
0

B(s) = as* (1 +0(1)), s = 0", a >0, \€]0,+o].
1. Soit € > 0 fixé. Comme B(s) = as* (1 + o(1)), il existe § > 0 tel que :

Vs €]0;9], ‘B —asA’1| < eas™”

On a alors, pour tout s €]0; ] et tout n € N* :

|B(s) e

1

puis, les fonctions intervenant étant intégrables sur ]0; 0] :

\/05 (B(s)e™

On conclut :

1e—ns> ds

\</06\B<s>e—

5
le _"S| ds < / cas e ™ ds
0

-ns —CZS/\_le_nS} — |B(8) _as/\—lle—ns < 8@8)\_16_”5,

sin x
2T (@)

) nd nd
t\ 1 dt ¢
zaa/ SMle™™ds = ga/ <—> et — = —Ci letde
0 [t:ns] 0 n n mn 0
< €_CL +oo t)\fl
n* Jo
J a
Ve>0,d0 >0, Vn e N7, ‘/ (B s)e ™ — st ’"S)ds‘ e—~T'(\)
0 n

2. Soit 0 > 0 fixé. On a, pour tout n € N — {0, 1} :

+00
‘/ (Bse’
d

S —as

A—1

fns) ds

+oo
< / |B(s)e ™ —as* e ™| ds
5

5

400
E a, cos” .
n=0



400 Too
—/ !B(s)e*S —as™ e ‘ e ~(n=Ds qg < (/ ‘B(s)e*s . as)\flefslds> e (=18
0 5

+o00
d’ou le résultat demandé, en notant C(0) = / |B(s)e ™ —as*"e~*|ds et en remarquant que I'ap-
5

plication s — B(s)e ~* — as* "1 e ~* est bien intégrable sur [§; +oo].
. Soit € > 0 fixé. D’apres 10-, il existe § > 0 tel que :

5
‘ / (B(s)e ™ —as* e ™) ds’ < e%F()\).
0

Puis, 0 étant ainsi fixé, d’apres 11-, on a, pour tout n > 2 :
+oo
’ / (B(s)e ™ —as* e ™) ds‘ < C(6) e~ =12,
5

On a donc, pour tout n > 2 :

‘/:OOB(S)G"sds—/oﬂoasAlensds :‘/+OO (B(S)—GSA’l)e’”Sds’
[ TN s e

1
Par prépondérance classique : e~ (=10 — 0 (—)\),
n
donc, pour n assez grand : |C(6) e’("’l)‘5| < s%F()\).
n

Il en résulte, pour n assez grand :

+00 +o0 a
’/ B(s)e ™ ds — / as* e ds‘ = —T'(N)o(1).
0 0 n

+00 oo pNA-1 dt oo
/ as™le™ds = «a / (—) e t— = i/\ et dt = F()\)
; 1/ non

[t=ns n 0 nA

Enfin :

On conclut :

/+OO B(s)e ™ ds = aréj\\) (1+ o (1))

noo

. On a, par le changement de variable v = cht, de classe C! et bijectif de ]0;+o0o[ sur |1;+oo|, donc qui
conserve l'intégrabilité :

d d
v=cht, t= Argchv=1In(v+Vvv2—-1), dv=shtdt, dt:TUtZQ—Ul’
S Ve —

Y

o [ [ (n(+V@=1)"" v

— dt=
ch t)n—i—l Un—l—l ’U2 1

puis, par le changement de variable s = Inv, de classe C! et bijectif de ]1;+oo| sur ]0; +oo|, donc qui
conserve l'intégrabilité :
s=Ilnv, v=-e® dv=e®ds,
/+°° (ln(es—l-\/eQS—l))Oé_1 e®ds toe (ln(eSjL\/e%—l))O‘_1
an = =
; i) fon o1 )y e T

6

e ™ ds.




5. On a, au voisinage de 0* :

e*+vex —1=(1+s+o0(s)) +v2s+0(s) =1+ v2s + o(v/3),
In(e®++ve2 —1) =In(1+v2s+0(vs)) =V2s+o(v/s) ~ V2s

s — 0Ot

et :

Vor 1= \/(1+23+o(8)) —1= /25 +0(s)] g Vs,
d’ou : 1

l S 2s __ 1 a- a—1
B(s) (In(e*+ Ve ) - (V25! = (V2s)*72.
e2s — 1 s — 0t \/Z

On conclut :

Bs) ~ (v2s)?

6. L’application B de 14- satisfait les conditions (4) et (5) (et la continuité) car :
eEn0: B(s) ~ N (V25)22=25"155"1 >0 et % — 1> —1, donc, par 'exemple de Riemann en 0
s — 0
et le théoreme d’équivalence pour des fonctions a valeurs réelles > 0, B est intégrable sur |0;1].

e En +oo:
1

By~ (el (1= e ] [ln(eRo@D]" _ [s+ln@ro@)] s
- e —1 N % — 1 N NrE s oo 00

donc, comme en 1-; B est intégrable sur [1;+o0].

+o0
On peut remarquer : ay = / B(s)ds.
0

e En 0%, onavu:B(s) ~ 25715271 donc B(s) = as* (1 + o(1)), en notant a = 227! > 0 et
s — 0

o
A=— :
2>0

D’apres 12-, on a donc :

ay, = /+OO B(s)e ™ ds = aréi\) (1+o0(1))

noo n? n

d’ou : o
annz ~ 2%_1F<—>,
noo 2

et finalement :

ann% lim 22T (%)




