PSI 2023-2024

Lycée Chatelet A

Devoir non surveillé 14

Vacances de Noél

e Revoir tout son cours depuis le début de 'année, faire éventuellement des fiches. Refaire les exemples en
attachant de 'importance a la rédaction.

e Revoir tous les (E) et (D) de colles, faire ou compléter son cahier.

e Mardi 9 janvier : grande interrogation sur le cours, les (E1) et (D1), Chapitres 9 a 12.
e Revoir ses copies de DS/DNS et comprendre ses erreurs.

e Revoir son cours de MPSI/PCSI sur les probabilités et variables aléatoires.

e Commencer le DNS 15 a rendre pour le 16 janvier.
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Le probléeme qui suit est facultatif.

[ Etude d’une série trigonométrique ]

On rappelle que pour tout réel z > 0,

Par ailleurs, pour tout réel t,

el +et
h(t) =
ch (1) =
On pose, pour tout réel x et tout a €]0, 400/,
<X sin(nz)
Salr) =3 )
n=1

L’objectif de ce probleme est d’étudier différentes propriétés de cette fonction.

Dans tout le probleme, u représente un réel de | — 1, 1].



Partie I : Deux représentations de S,

1. Prouver que pour tout o > 1, la fonction S, est continue sur R.

2. Etudier, en fonction du parametre v € R, DVintégrabilité sur 0, +-o00[, de la fonction

!
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Soit ¢ > 0. On pose,

N-1
u
Ry(t,u) = (et . ue™" Z(uet)"> t 1,

n=0

@

Simplifier 'expression de Ry, en I’écrivant sous forme d’une fraction.

s

Prouver que pour tout u €] — 1, 1],

+oo

N—+o0o 0

ot

Exprimer, en fonction de I'(«), la constante K («) € R, telle que pour tout a > 0,

oo, a1 too u™
/0 - dt:K(a)Zﬁ,pour tout u €] — 1,1[.

e —Uu —

6. On admet que l'identité (2) reste vraie aussi pour v = €' ou x €]0, 27].
En déduire pour z € R\ 27Z, 'identité suivante :

sing [T et
Sa(z) = — dt.
(@) 21 () /0 cht —cosz

7. Montrer, pour tout M > 0, pour tout u €] — 1, 1[, I’égalité suivante :

o1 +oo
dt = dt
/0 cht —u Z/ cht”Jrl

8. Etablir, pour tout u €] — 1, 1], l'identité
oo oo +oo ya—1
Mlgilooz/ cht (cht)ntt di = Z / (cht) ”“
9. Pour z € R\ 7Z, exprimer S,(z) en fonction de fonctions trigonométriques et de G, ou
+oo
Go(u) = Zanu" pour u €] — 1,1]
n=0
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Partie IT : Comportement asymptotique

Soit B :]0, +0o[— R une fonction continue telle que :
+o0o
/ |B(s)| ds < +o0. (4)
0

B(s) = as* (14 0(1)), s =0T, a >0, A€]0,+oo|. (5)
1. Prouver que pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que, pour tout n > 1,

a

5
/ (B(s)e™ —as* e ) ds
0

2. Prouver que pour tout § > 0, il existe une constante C'(§) > 0 ( que vous exprimerez sous la forme d’une
intégrale indépendante de n ) telle que pour tout n > 1

“+oo
/ (B(s)e™™ —as*le™) ds| < C(8)e 19,
5

3. Prouver que, sous ces hypotheses,

I —ns ')
B(s)e™ ds =a—= (1 +0(1)),quand n — +oo0.
0 n

4. Montrer que pour tout entier naturel n, on peut écrire

ay, = /m (In(es + Ve — 1))

e2s — 1

e " ds,

ou a, est défini dans (3).
On pose dorénavant, pour tout s > 0,

(In(e® + ve> —1))*"

e2s — 1

B(s) =

5. Donner un équivalent de la fonction B au voisinage de 0F.

6. Déterminer la limite de a,n®/? quand n tend vers I'infini.



