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Probleme
ESIM PC 2003

1. (a) D’une part, si u € F alors Z |u,| converge donc lim w, = 0 et la suite (u,)nen est bornée. Ainsi,

n—-4o00
uw € F et donec F C F.

D’autre part, F' est évidemment non vide (puisqu’il contient la suite nulle) et, si u et w sont deux
éléments de F' et si A, u sont deux nombres complexes, alors

VnEN,  un+ pawn] < N-fun] + ]l

Or, Z |un| et Z |v,| convergent donc Z (IA]-Jwn] + |p2]-Jwn]) converge aussi. Et par les théoremes
de comparaison pour les séries a termes positifs,

Z | Au,, + paw,| converge.

Ainsi Au+ pw € F et | F est un sous-espace vectoriel de E. ‘

n

(b) S,(v) = Z 2" est la somme des n + 1 premiers termes de la suite géométrique v, on a donc

k=0
1— n+1
1—Zsiz7£1
Vn € N, Sn(v) = T
n+lsiz=1

2. Soit u € E. Il existe M > 0 tel que Vn € N, |u,| < M. Et donc, Vn € N, |u, < M

nl

L. x|" ) L. "
Or, la série E u converge (cours), donc par comparaison, | pour x € R, la série E u,—e * converge.
n! n!

+00 n
3. On a @, Zz = Z (zx') e =c™e *. Et donc| ®,(x) = ez"1z,
n!
n=0

4. Soit u € E et M > (0 un majorant de |u,|. On a donc :

n n n—1
o _ pantd e

n! n (n—1)!

Sulu)

n!

Vn € N, <M(n+1)—

Par croissances comparées, le membre de droite tend vers 0 quand n tend vers +oo et par le théoreme

d’encadrement, on a
n

) x
Vz € R, lim S, (u)— = 0.
n——+00 n!
Par caractérisations du rayon de convergence, on a bien :
n
La série entiere E Sh( —| a un rayon de convergence infini.
n!




5. e Siz =1, on a, en manipulant des séries numériques qui sont toutes convergentes :

+oo n +oo n+l .n —x —x —x
" 1=z o™ e ze e
= E Sp(v)—e ™ = E ——e = e” — et = (e — ze*")
—~ n! 11—z 1—2 1—2

1—2z nl!
n=0
e Siz=1
+oo +oo " +oo =1 +oo "
x —XT —X __ —X - —x —
U,(z) = Z(n+1—e Zn —|—Zme —xZ—(n_l)!e —|—Zn!e r+ 1
n=0 n=0 n=1 n=0
n
6. Puisque les séries entieres Z un— et Z Sy (u)— sont de rayon de convergence infini, leurs sommes sont
n

de classe C* sur R, et donc, par multlphcatlon par la fonction x — e~ qui est aussi de classe C*, on
conclut que @, et ¥, sont de classe C*° sur R.
Ainsi, | ®, et ¥, sont indéfiniment dérivables sur R. ‘

Probleme - Partie I1

1. Soit z tel que |z| < 1, ainsi v est un élément de F.

+o0 +o0 (
e On a vu que ®,(z) = e*V% Par conséquent, / Q,(z)dr = / e ey = {e 1
0 0 <=

z—l)m:| T—+00
Or, |z| < 1 donc, si I'on note z = a + ib, alors a =Re(z) < 1 et a — 1 < 0. On a alors

=0

z—l)z| a—l)m+ibm| _ e(a—l)z

el = | — 0.

T—+00

1
1—2

+oo
En reportant dans le calcul précédent, il vient / O, (x)dx =
0

e On a aussi, puisque |z| < 1, S(v) = lim S,( Zz

n—-+00

e Enfin, puisque |z| < 1, on a vu que V¥, (z) =

(ea’ — ze”). On a donc :

U,(z) = (e — ze™) = (1- ze(z_l)””) ST i o

+o0
On a bien démontré que| lim V,(z) = / O, (z)dr = S(v).
0

T—+400

“+oo
2. (a) Enintégrant par parties, on montre facilement (E1) par récurrence, que| Vn € N, / e Tx"dxr = nl.
0

(b) On utilise le théoréme d’intégration terme a terme pour une série de fonctions. On vérifie précisément
ses hypotheses.

u
Considérons, pour tout n € N, application f, : z € [0, +oo[— —7x”e_m.
n!

e Pour tout n € N, f,, est intégrable sur [0, +-o0[ (cf. I1.2.(a)).

e La série de fonctions Z fn converge simplement sur [0, +oo] (cf. [.2.), et a pour somme ®,,.



e &, est continue par morceaux sur [0, +00[, puisqu’elle est de classe C* (cf. 1.6.)

“+oo
e La série Z / | fu| converge puisque, pour tout n € N :
0

h T lun| [T
/ |fu(z)|do = / “xhe dy = / e dr = |uy,|,
0 0 n! n! J,

et que u € F.

Par conséquent, | @, est intégrable sur [0, 400 | et on a les égalités suivantes.

400 400 , T0© +00 400 +o0
/0 O, (z)dr = /0 (an(x))dx = Z i fo(z)dx = Zun

400
On a donc bien / O, (x)dx = S(u).
0

3. Soit u € F.
(a) C’est presque un (E1).

uTL
nl
nable || f,]]e, on dresse le tableau des variations de f,. La fonction f, est de classe C* sur [0 + oo]
et, pour tout n > 1 et tout = € [0 + oo :

On note encore, pour tout n € N, 'application f, : x € [0, +o0[— — 2" *. Pour majorer conve-

/ _ @ n—1_—x . n. —x\ _ @ o n—1_—x
fi(x) = oy (nx" e z"e™) = y (n—xz)z" e
On obtient les variations suivantes pour f,.
x 0 n +00
fn(t) + 0 -
0 0
Ainsi, || fulloo = [ fa(m)] = Jun|%re . )
n" n"
s - ,oont noa L _
D’apres la formule de Stirling, n! ot V2mn, donc e ot d’ott || fullso ngo(\unD

Comme la série de terme général |u,| converge, il en résulte que la série de terme général ||f,||

n

£ . "
converge, et donc |la série de fonctions E up—e~* converge normalement sur 0, 400l
n!

Autre méthode : par une majoration.
Puisque tous les termes sont positifs, on a pour tout n € N :

u x"
Et donc Vz >0, |f.(x)| = ‘—7‘%”6_96 = || €™ < |ual.
n! n!

On a alors || fulloco,soc( < [t

Et comme E |u,| converge, par comparaison, E fn converge normalement sur [0, +00].

3



(b) La série de fonctions E fn définie précédemment converge normalement, donc converge uniformément,
n

T
sur [0, 400], et, pour tout n € N, f,(z) = u,—e™® — 0, donc, d’apres le théoreme de double limite,

n! T—+00
“+o0o
on peut permuter lim et E On a donc :
%
x (o.9) =0

+o0 iL'n oo
lim &,(z) = lim U = lim (wu,—e * ) = 0.
r—+00 T—+00 Z n , r—+00 nn' ZO
— o

On a bien| lim &,(z)=0.

T—+00

(a) La série entiere g Up— est de rayon de convergence infini, donc sa somme est de classe C* sur R
n

et on peut dériver terme a terme.

AR B SUC R SO

n=0
+00
Or, Zun «(x)e”; donc
n=0
+o00 T ~+00 xnfl
400 l,n—l
— ; (Sn-1(u) + un)( 5 —x
~+00 1
A z;Sn(u)( S

n—1
On a bien démontré | Vo € R, e™® Z S (u) (nz_ 0 =, (z) + e_m% [Cbu(x)ex].

(b) On a ¥, (z) =™ Z S et U, est de classe C° sur R. On peut dériver terme a terme.

n=0

U (z) = —zZs T dci [ZSn(u)j;—?;

_ e® (— 2% Sn(u)% n 2; S, (u) (n"”__l) !

— o (_exq:u(x)+ew\1/u( )+%}pu(m)ezD = o7 (", (1) + & (1))

On a donc bien |Vz € R, V! (z) = ®,(x) + P, ().

4



(c) On integre cette égalité entre 0 et ¢ € R. On obtient : W, (t) — ¥, (0)

Or ¥,(0) = ¢,(0) = up donc

+oo
5. On a vu que hIJP ®, () =0, et aussi que P, est intégrable sur [0, +o00| avec / b, (x)dx
T—+00 0

/t By (2)dz + By (t) — By(0).

Vvt € R, xpu(t):/tq>u(x)dx+q>u(t).

t vers +oo dans I'égalité précédente, on obtient

S(u). Quand

Yu € F,

400
lim \Iiu(x):/o o, (r)dx

T—+00

S(u).

1. (a)

Probléme - Partie I11

1 1 \n+l L1 _ ()t
/ dx—/ ﬁdx = / (=2) dx
o 1+ o 14+ 0 1+
= [ Catar = Yevr|
0 k=0 k k+
1 n k 1 ntl
d -1
Onabien/ R (=1) +(—1)”+1/ T dr.
0 1+z k:0k+1 0 14+
1, n+l 1 1
(b) Ona0§/ dxﬁ/ " dr = — 0.
o 1+ 0 n + 2 n—+oo

En faisant tendre n vers +oo dans ’égalité précédente, on obtient la convergence de la série Z

Z uy, et la relation suivante.

dx
1+

In(2).

S(u):ijuk:/ol

(="

E+1

—1)*k
(c) La série Z % est alternée et son terme général, en valeur absolue, décro”it vers 0. D’apres le

théoreme des séries alternées, cette série converge (ce qu’on vient de voir) et la valeur absolue du
reste partiel est inférieure ou égale a la valeur absolue de son premier terme, c’est-a-dire

B 1
S on+41

(-

| <
n—+ 2

(d) D’apres I11.1, on a S, (u) = S(u) —r, = In(2) — r,. Sous la condition que les sommes existent, on a

W) = 3 Su) e =2y T Y

oo 4 400

n=0 n=0

n
T —x

rp—e
n!



On a d’une part, g - = e’ existe donc tous les termes précédents sont bien définis. On s’intéresse
n!

maintenant a la somme E Tn—e ¥, On veut déterminer sa limite quand x — +oc0. Il s’agit donc
n!

n=0
—+o00

de permuter E et lim . On montre que la série converge normalement. Comme dans la question
m—)—l—oo
s
n

I11.3.(a), 'étude de h,, : x € [0, 400> h,(z) = rnaj—e * donne

n!
hn oo:hn = n__n< et~ oo /2 32
[170a]] [ ()] = I |n!e =ntinlt oo+ 1 4/27n noo /27 N3/2

Or, la série de Riemann E est convergente, donc par comparaison, g ||hn||oo converge aussi.

n3/2
Ainsi, Z hy converge normalement sur [0, +00|, et donc aussi uniformément (PSI et MP). Puisque
pour tout n € N, on a lim h,(x) =0, on obtient :

T—>+00
+oo " +o0
1’1—1}-&1-’100 (ZO Tnme ) - = xEI-Poo h Z 0.
Ainsi, en reportant dans 1’égalité précédente, on obtient bien liI_{l U, (x) =In(2).
T—r+00
Six#0,o0na
+o0 +00 +00 1
(—1)an (~a)" o)t Lo
(@) n:0n+1n!e %(n—i—l) nz (n+1 x(e Je
e T — 67223
Ainsi, | si x # 0, alors ®,(z) =
x

Si x = 0, le premier coefficient de la série entiere donne | ¢,(0) = 1.

1
On a vu que ®, est continue sur [0, 400 et |P,(z)] = o <—2> Par comparaison aux intégrales
T—+00 €T

de Riemann, on a bien | ®, est intégrable sur [0, +o0].

—at __ ,—xt

On considere application g : (z,t) € [a, +00[x]0, +o0[—
)
Elle admet une dérivée partielle par rapport a x et a—g(a:, t) =
x

9
oz

0
e Soit x € [a,+oo[: les applications t — g(z,t) et t — a—g(ac,t) sont continues sur |0, +oo.
T

e Pour tout ¢ €]0, +oc[, application z — 7,t) = e * est continue sur [a, +o0l.

Montrons qu’elles y sont intégrables.
<—>+'](t)]—oltag(t) 010|—>1tt bl
en 400 : [g(z,t)|= o |5)e 5 T G O r, T ;3 est in égrable sur
0
[1,4+00], donc par comparaison, t — g(z,t) et t — 6?_9(
x

— en 0 : elles sont prolongeables par continuité (a détailler pour la premiere).

x,t) le sont aussi.

0
—g(x, t) sont intégrables sur |0, +oo|.

Et donc, t — g(x,t) et t — 5
T



e Hypothese de domination : On a, pour tout (z,t) € [a, +00[x]0, +00] :

dg —axt —at
}8:1:(3:’25)‘ © =

a

et Papplication ¢ — e~ % est continue par morceaux, positive ou nulle et intégrable sur |0, 4+o00].

D’apres le théoreme de dérivation sous le signe / , il en résulte que F est de classe C! sur [a, +-00[ et

que, pour tout x € [a + oco| on a :

+oo a +o0o —xt - t—+o0 1
/ g —xt €
I = — = = = —.

T t=0

Par primitivation, on obtient, pour tout z € [a, +00] :
x xr 1
F(z) = F(a) —|—/ F'(t)dt = / Zdt = In(z) — In(a).

3. On écrit ce résultat aveca=1eten z =2 :

- 672x

F(2) = In(2) -0 = /mex—

X

+oo
dr = / O, (z)d.
0

+o0o
D’autre part, on a vu que lim W, (z) = In(2). On a donc bien encore | lim V¥, (z) = / O, (z)dz.
0

T——+00 T——+00




