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Probleme 1

Algebre linéaire et probabilités

0

1. Le calcul donne facilement MC; =Cy =1 O
1

1
2. On note E/5(M) le sous-espace vectoriel de M ;(R) défini par : Fyjo(M) = Ker (M — 5]3 )

1 1 9
1 2 2
(a) Ona M — -I3 = $ =1 0 |.Etdonc:
2 111
2 2 2
z —irx4+iy =0
T 1 y = x
X=\|y | €ebpM = s2—3y = 0 — L oy
z fr+iy+3z = 0
! %
— X=uz| 1 =2z 3
—2 —1
1
2
Et donc | Eyjo(M) = Vect{Cs} avec Co = | 1
—1

1
(b) On peut faire le calcul ou remarquer que Cy € Ey/5(M) donc (M — 5]3) Cy = 0.

1
En développant : | MCy = 502.

1
3. On note E_;5(M) le sous-espace vectoriel de M3, (R) défini par : E_; /(M) = Ker (M + 513) .

1 1
1 5 3 U
(a) OnaM+-I3=| 3 1 0 |.Etdonc:
2 I 1 3
2 2 2
x %x—l—%y = 0
X=|y | €E1pM) 1 glx+éy:0
z 51’+§y+52 =0
1
{Z B O_x = X=x| -1
0

0

=
1
Et donc | E_y/5(M) = Vect{Cs} avec C5 = [ —1 |.




1
(b) On peut faire le calcul ou remarquer que Cs € E_; (M) donc (M + 513) Cs3 =0.

1
En développant : | MC5 = —503.
0 1 1
4. OnaP=1| 0 % —1
1 -1 0
1
En développant selon C1, le calcul donne det(P) = | % _11
2

= —1 7 0 donc ’ P est inversible. \

5. On note u I'endomorphisme de E = R? canoniquement associé & M c’est-a-dire :

F — FE

1

2

(a) La base canonique de E = R? est la famille B = (ey, €3, e3) avec :

er=(1,0, 0),

e2=1(0, 1, 0),

Il s’agit d'une base de R? et en particulier, pour tout z = ( Ty, To, T3 ) € F,ona:

2 2

1 1 1
r = (T1,%2,23) +— y= (=2, 5551, T+ X2+ 23

es=(0, 0, 1).

T = T1e1 + T + T3€3.

(b) Deux fagons de voir les choses... (mais la premiére est la réponse a la question suivante)

()

On note X = Mpg(x). Siy = u(x), on a

e On a pour tout x = (x1,29,23) € £ :

4p)

A

1 1

51‘1 + 51‘2 + XT3

Mp(u(z)) =

D[ =0 =

Donc la matrice de u dans la base canonique est

0 % 0 I
5 3 1 T3
010

Mpu)y=|( 3 0 0 | =M.
2 5 1

e Ou bien, on sait que les colonnes de Mpg(u) sont les coordonnées de u(ey), u(es), u(ez) dans la base

B = (61762763>'
Le calcul donne : u(e;) = (07 %7
u(es) = (%, 0,
u(es) = (0, 0,
u(er)u(ez)u(es)
0 3 0\«
Donc Mp(u) = % (2) 0 | e
1 1 e
3 3 1/°

1 1 1
3 =gt
3) = e+ 3es
1) = €3

On retrouve que Mp(u) = M.

Y = Mpg(y) = MX.

6. Soit B'= (€], €y, e5) la base de E telle que P soit la matrice de passage Pgp de B a 5,

(a) Par définition, les colonnes de P sont les coordonnées de €}, €}, et €} dans la base B et donc :

Mg(ey) = C donc €] = eg, ,

Mg(e,) = Cy donc e, = 6 + —ey — e3,

2
Mp(ey) = Cs donc € = eg — es.

2



1 1
(b) Les questions 1, 2 et 3 donnent MC; = Cy, MCy = 502 et MCy = —§C3, ce qui s’écrit (en utilisant
5(c))

(c) Par définition, on a :

ulel)u(eh)ulel)
10 0\«

/ _

M= Mp(u)= [ R
00 -1 /e

7. Le cours donne | M’ = P~'MP. ‘
8. On montre ce résultat par récurrence sur n € N.

e Pour n = 0, c’est immédiat car M° = (M')? = I3 et PP~! = I3.

e Soit n € N. Supposons que M" = P(M')"P~1.
On sait que M’ = P='MP donc M = PM'P~! et par associativité du produit matriciel :

M™M= M"M = (P(M")"P~ ) (PM'P) = P(M"\"IsM'P~! = P(M")"** P~
ce qu’on voulait démontrer.

e Conclusion : par le principe de récurrence :

VneN, M"=P(M)"P!

e Remarque : On peut aussi écrire plus simplement :

Mn = (PM'P~Y" = (PM'P ) (PM'P ") x---x (PM'P™)

-~

n fois

= PM'(P'PYM'P~'x-..x PM'P~' = P(M')"P~.

——
=13
1™ 0 0 1 0 0
9. Puisque M’ est diagonale, on a (M")"= | 0 (3)" 0 =10 &) 0
0 0

') \o by
2 2
10. On calcule P! soit par opérations sur les lignes (resp. sur les colonnes) appliquées & P et & I3, soit en
résolvant le systeme :

1

0

0

1 1
Dans les deux cas, on obtient : | P71 = 1 1
1 1
2 2
11. D’apres les deux questions précédentes, on a :
0 5 1 1 0 0 1 1 1
M=pPM)Y'P'=[0 1 -1 o )" o 1 1 0
1 -1 0 0o 0 (=) 1 =10



Apres calculs, on trouve :

O (140 @ (1= ) o
vneN, M"=| ("1 =) ()" (14 (=1)) o
1= )" O

IT - Un peu de probabilité.

1. On donne I'énoncé de premiere année.

Formule des probabilités totales

,,,,,

tout événement B, on a :

= XP:P(BHAZ-) = zp:PAi(B P(A
=1 1=1

avec la convention Py, (B)P(A;) =0 si P(4;) = 0.

Pour tout n € N, (A,, By, Cy,) est un systeme complet d’événements. Et donc, par la formule des probabilités
totales, on a les trois égalités suivantes.

P(An+1) = P(An+1 N An) + P(An+1 N Bn) ‘I‘ P(An+1 N Cn)
P(Bny1) = P(BpiiNA,) + P(Buii N By) + P(Buyr NC)
P(Cn+1) = P(Cn+1 N An> -+ P(Cn+1 N Bn) + P(Cn+1 N Cn)

Avec la convention de la proposition, on a aussi :

P(An+1> - PA n+1 (An) + PBn An+1

n

( (Bn) + Fo, (A1) P(Ch)
P(Bpy1) = Pa,( C,

Ani1)P (Aps1)P
Bii1)P(Ay) + Pp, (Bni1)P(By) + Pe, (Bni) P(Cy)
P(Cn-H) = PAn(Cn-I-l)P(An) +PBn(On )P(B )+PC (On-i-l) (Cn)
Et le graphe de 'énoncé s’écrit lorsque P(A,,), P(B,), P(C,) ne sont pas nuls :
1
PA'n (An+1) = 07 PB7L<An+1) = 57 PCn (An+1) = O
La premiere égalité donne | (1) : a1 bn
. .\ . . 1 1 1
Et de la méme maniere, on obtiendrait : | (2) : b, = 0 et| (3):cpp1 = 2n + §bn + ¢y
an+1 = %bn
2. Par la question précédente, on a pour tout n € N bpr1 = %an
Cnt1 = %an + %bn + cn
0 L0
Ce qui s’écrit matriciellement | Vn € N, X, = % 0 0 |X,=MX
2 3 |
3. PourneN, ona: X, =MX,_1=MX, ,=---=M"X,

Remarque : en épreuve, quand la question est ainsi explicitement posée avec la réponse donnée, il est
conseillé d’écrire soigneusement la récurrence.



U
4. Puisque Xo = | vy |, avec les résultats précédents, le calcul donne :

Wo
n+1 n n+1 n
O (1) @ (=) 0 [
mEN X=MXo = | ()™ (1 cap) ()" (1) o || o
n n Wo
1= () R
1 n+1
(3) (w0 9+ - -um)
1 n+1
= | (5) (= +us o)
1= (2) ot o)
—| = Ug + v
5 0 1+ o
car ug + vg + wo = 1.
an
5. Puisque X,, = b, |, on retrouve :
Cn
1 n+1
w = (3) (w0 00+ a0--om)
1 n+1
b= (3) (wl= 07+l 1)
1 n
cn = 1-— 5 (uo + vo)
et| lim a,= lim b,=0et lim ¢, =1.
n—+00 n—+00 n——+o0o
Probleme 2
Etude de suites et de séries
Toutes les parties de ce probleme sont indépendantes.
I - Quelques idées regues
1. < Une suite a valeurs réelles est soit croissante, soit décroissante. >.
C’est Faux!
Par exemple, en posant u,, = (—1)", on a ug = 1 > u; = —1 donc la suite (u,),en n’est pas croissante. De

méme, u; = —1 < uy = 1 donc la suite (u,),eny n’est pas décroissante.

I1 existe donc des suites (a valeurs réelles) qui ne sont ni croissantes, ni décroissantes.
2. <Si lim w, =0alors lim wu; =0 >.
n—-+o0o n—-+o0o

C’est Vrai!

1
En effet, on écrit la définition de liril u, =0 avec ¢ = 3 < 1.
n—-—+0oo

1
dN, €N, VneN, n2N0:>]un]§§.



1 n
Et donc pour tout entier n > Ny, on a |ul’| < (5) )

1 n
Puisque lim <—> = 0, par le théoreme d’encadrement, on obtient bien :
n—-+oo 2

lim wu, = 0.
n——+00

. < Siju,| < 1alors lim u), =0 >.
n—+oo
C’est Faux! .
Il suffit de choisir u,, =1 — —. Alors |u,| < 1 et pourtant :
n

1 n
lun| = <1 — —) =)y o7l £ 0.
n

n—-+0o

. <« Siu, >1T1alors lim wu; = +00 >.
n—-+00
C’est Faux! .
11 suffit de choisir u,, = 1+ —. Alors |u,| > 1 et pourtant :
n

1 n
lun| = (1 + —) — M0+ el £ 4o,
n

n—-+00

. < Si (up)nen est convergente alors lim (u,11 — uy,) = 0 >.

n—4o0o
C’est Vrai!

En effet, si 'on note = lim wu,, alors on a aussi / = lim wu,,; et par opération sur les limites :
n—+00 n—-+0o0o

lim (upy1 —up,) =€ —€=0.
n—-+o00

< St lm (upyr — uy) = 0 alors (uy)nen est convergente .
n—4o0o

C’est Faux!
En effet, prenons par exemple u,, = In(n).

: +1 . .
On a bien u,1 —u, = In(n+1) —In(n) = In (n ) - 0 et pourtant la suite (u,),en+ est clairement
n n—-+0oo

divergente.
. < Si u, ne s’annule pas alors u,, ~ U,y >.
n——+o00

C’est Faux!

En effet, prenons par exemple u,, = 2".

u
Alors 1 = 2 ne tend pas vers 1 quand n tend vers +oc.
Unp,

2 . A . Un41
En prenant u,, = 2™ on obtient méme que le quotient —tl — 920+ tend vers +oo!
U,
. < Si (Up)nen est convergente alors E (Uny1 — uyp) converge .

C’est Vrai! (raisonnement a bien connaitre)

On suppose que lim wu, = £. On revient a la définition de série convergente.
n—-+00

n
Pour n € N, on pose S,, = Z(ukH — Uuy,).
k=0

Il s’agit d'une somme télescopique. Il reste S,, = w1 —uyg — £ — up.
n——+oo

Et donc, par définition Z(u”“ — uy,) converge.



IT - Suites adjacentes

Dans cette partie, on se donne un réel p > 1. On définit deux suites réelles (uy,)nen €t (Vn)nen par ug = 1,09 =0
et :

Y GN, n = t n -
n Un+1 p—l—l (§] Un+1 p—|—1

1. On a facilement u; = .
p+1 p+1

2. Une solution :

1| def suite(n,p)
u=1

3 v=0

4 for i in range(n) : # n iterations, et aucune si n=0
5 X=u

6 u=(p*xX+v)/(p+1)

7 v=(p*v+X)/(p+1)

8 return [u,v]

Une autre solution (en utilisant la double affectation) :

1| def suite(mn,p)

2 u,v=1,0 # double affectation

3 for i in range(n) : # n iterations, et aucune si n=0

1 u,v=(p*u+v)/(p+1) ,(p*v+u) /(p+1) # double affectation
return [u,v]

3. Le calcul donne u, 1 — v,y = (Up, — V).

p+1
On reconnait une suite géométrique et donc :

B p—l n } B p—l n
VneN, wu, Un—(p+1> (uo UO)—<p—+1>.

4. Tout d’abord, d’apres la question précédente, et puisque p > 1, on a u,, — v, > 0.
1

1
e Pour tout n € N, on a t,1 1 — U, = —— (pup, + v, — (p+ Du,) = Uy — Uy) < 0.
1 P (p (p+ Duy) p— 7 )
Donc la suite (uy,)nen est décroissante.
1 1
e Pourtoutne N, onav,p1 —v, = —— (pvp, +t, — (p+1)v,) = Uy — Uy) > 0.
+1 o (p (p+ 1)vn) o 7 ( )

Donc la suite (v, )nen est croissante.

—1\"
e Enfin, on a montré dans la question précédente que u,, — v, = (p ) .

p+1
Puisque p>1,ona:0<p—1<p+1et commep-+1>0, on obtient :
-1
0<?"- 1.
p+1

—1\"
Par conséquent, lim (u, —v,) = lim (p_> =0
n—-+oo n—+oo \ P + 1

Conclusion : On a bien démontré que | les suites (u,)nen €t (v, )nen sont adjacentes.

7



5. D’apres le cours, les suites (u,)nen €t (Un)nen sont convergentes, et elles convergent vers une méme limite
que ’on note /.

Or, on trouve facilement w1 + v,11 = u, + v, donc par une récurrence simple :
VneN, wu,+v,=uy+v9=1.

Et par opération sur les limites, on obtient lir}rl (up +v,) =€+ €=20=1. Donc
n—-+0oo

. 1
{= lim u,= lim v, = —.
n—-+oo n—-+4oo 2

III - Une suite définie par une intégrale

1. Soit f : [a,b] — R (ou C d’ailleurs!).

b
e En PCSI : l'intégrale / f(t)dt existe si f est continue sur [a, b].

b
e En MPSI et PSI : 'intégrale / f(t)dt existe si f est continue par morceaux sur [a, b].
2. Pour tout n € N, la fonction ¢ — sin™(¢) est continue sur le segment [0,7/2], donc l'intégrale I,, =
w/2
/ sin"(t)dt est bien définie.
0

/2

w/2 T w/2
3. Onafoz/ 1dxz—et[1:/ sin(x)dx:[—cos(x)} =1
0 2 0 0

w/2 /2 1 — 2 1 (2 /2
Enfin, I, = / sin? (7) dr = / de S |:l' — M} _T
0 0 2 2 2

s s
O Io=—=, I =1let [, =—.
nalg 2,1 €t 1o 4

T
4. L’application x + sin” (z) est une fonction positive sur [O, 5] , donc par positivité de I'intégrale, on a

I, > 0.

T 2
De plus, puisque cette application est continue, positive sur [0, 5}, si on avait / sin” (z) dz = 0, on
0

T
aurait pour tout x € [O, 5} , sin” (z) = 0, ce qui n’est évidemment pas le cas. Donc I, # 0.

(I)nen est une suite de réels strictement positifs.

5. Soit n > 1, on a
3 3
Iy = / sin" ™ (z) dw = / sin (z) . sin" (z) dx
0 0
On effectue une intégration par parties dans cette intégrale, on a

u(z) =sin™ (x)  u'(z) = ncos (v)sin"* (1)
v(x) = —cos(x) v'(x)=sin(x)



Les applications u et v sont de classe C* sur le segment [O, , on a alors

NN
[ IR S|

Iy = [ — cos (x) sin” (x) } ) +n cos? (x) sin" ! (z) dx

MIE]
O\,.

Le crochet est nul, il reste :

/2 1
Vn € N, / cos?(t) sin® M (t)dt = — L4 1.
0 n

. En remarquant aussi que sin*(¢) = 1 — cos?(¢), on obtient que pour tout n € N* :

INIE]

Iy = n/o (1 —sin®(¢)) sin" " (¢) dt

= nl,_1 — n[nJrl

n
n-+1

. On définit la suite (ay,)n>1 par a, = nl,_11,.

Onadonc| Vne N* [, = I, 1.

e Soit n dans N*, on a

n
ani1 =N+ 1)1 11 =(n+1) In.n—_i_l]n,l =nl, I, =a,

On en déduit que| (a,)nen est une suite constante.

e Soit n > 1, on a donc a,, = a1 = Iy.I; = g.l = g

™ .
On a donc nl,, (I, = 5 ce qui nous permet de conclure :

T

Vn € N¥, I, 11, = —.
2n

. Soit n > 1, on a pour x dans [0, g], on a 0 < sin(z) < 1, donc sin” (x) < sin™ ! () et la positivité de

I'intégrale nous permet de conclure que [, < I, ;. Via un changement d’indice, on a

¥ eN',  Lia<Li<li.]

. Soit n > 1, en divisant 'inégalité précédente par , on obtient :

I I
n+1 _ n S n S 1
[n—l n+1 In—l
: L , .y .
et comme lim =1, on a par le théoreme d’encadrement : lim =1l,ie. | I, ~ I, 4.
n—oo 1, + 1 n—00 [, 1 n——+oo

Remarque : Dans le cas général, on n’a pas toutjours u,, ~ wup_q !!!
n—+oo

Voir pour cela la partie I.

s
.Soitn>1,onal? ~ I, I,=— et comme I, >0, on peut donc conclure :
n—-+00 2n

n——+o0o 2n .




11. D’apres la question I11.6 (avec n =2p — 1), on a

2p—1 2p—1 e x 1
L, = 2=, , - (2p = 1)< x 1
2p (2p) x -+ x 2

(2p) x (2p—1) x(2p=2)x---x2x1m  (2p)! =

((zp) X o 2)2 2 <2pp!>2

(2p)! m
Onadonc| VpeN, Iy, = S ()2 X 5
De méme, on a
2p 2p) X --- X 2
Iy = = (2p) L

+1 7 T (2p+1)x---x3

<(2p) X e X 2)2 ) (2%!)2

2p+1)x(2p) x (2p—1)x -+ x2x1 (2p+ 1)!

2% (p!)?
(2p+ 1)1

Onadonc| VpeN, I =

Iy,
22t _ 1 Orona:

12. On a vu que Ily,y1 ~ Iy, et donc lim
n—-4o00 n—-4o00 om

Lonpr  22*(n!)? 22"(nl)* 2 (2"t 2 1

= X X — = - — =1
L, (2n 4+ 1)! (2n)! ™ ((2n)1)2 (2n 4 1) m notoo
24n | 4
Puisque 2n +1 ~ 2n, on obtient : | lim ﬂ =
n—s+oo n—+o0 n((2n)!)?

IV - Une suite récurrente
On considere la suite (uy,),eny définie par ug =1 et Vn € N, w, 1 = Ju2 + uy,.

1.
Théoreme de la limite monotone

Soit (uy,)nen une suite réelle. On suppose que (u,)nen est croissante. On a alors :

e Soit (u,)nen est majorée et dans ce cas elle est convergente,

e Soit (u,)nen n'est pas majorée et dans ce cas on a lim w, = +o0.
n—-+oo

2. On raisonne par récurrence sur n € N.
On considere la propriété P, : u, existe bien et u, > 0.

e Pour n = 0 : Puisque ug = 1 est donné par I’énoncé, I'hypothese Py est vérifiée.

e Hérédité : Soit n € N, supposons que P, soit vraie. Ainsi, u,, existe et u, > 0. A fortiori u? + u, > 0 et
donc w11 = y/u2 + u, existe bien et u,11 > 0.

e Conclusion : Par le principe de récurrence, on a démontré :

‘ Pour tout n € N, u,, existe bien et que u,, > 0.

10



3. Puisque u, > 0, on a u? + u,, > u2, et par croissance de la fonction racine, on obtient :

Vn e N wupi = u +u, > +\/u |un| Uy,

Ainsi, | la suite (uy,)nen+ est croissante.

4. On suppose que lir}rq u, = £ € R. Puisque la suite (u,)nen est positive, on a ¢ > 0. Or en passant a la
n—-+0oo

limite dans 'égalité u, 11 = \/u2 + u,, par continuité de la fonction z —— /22 + 2z en £ > 0, on obtient :
=02+

Et donc % = (% + { ou encore

La suite (u,)nen+ est croissante et par le théoreme de la limite monotone, soit elle converge, soit elle diverge
vers +00.

On raisonne par ’absurde. On suppose qu’elle converge.

D’apres ce qui précede, on a forcément lim wu, = ¢ = 0. Puisque ug = 1 et puisque (u,,)nen+ €st croissante,
n——+0oo

on a u, > 1. Kt par passage a la limite ¢ > 1, d’ou la contradiction.

On a donc| lim wu, = +oo.
n—-4o0o

1 1

5. Pour n € N, on pose v,, =
Un+1 Unp,

(a) Il s’agit d’'une somme télescopique. Soit N € N, on a :

N N
Z Z 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Un+1 Unp, U Ug Uz Uy UN+1 un UN+1 U

1 1 1 1 1
( - —) = —— — — (car lim w, = +o00) donc, par définition :
UN+1 Ug N—+oo Ug n—+00

1 1
La série Z ( — —) converge.
Up,

(b) On sait que :

1 1 1 1
vy, = — —_—_— —
Unt1  Up VuR 4+ u,  Un
B 1 1
Upy/ 1+ % Un
1 1\ /2
- L (1 " _> 1
Unp, Unp,
-2 _ 1 _q_"% 1= _* ~ T
1 1
En substituant z = — — 0, on obtient : | v, ~ ——.
Unp, n—-+4o0o n—-4oo 2“721

11



1

On a v, < 0 (car la suite (u,)nen est croissante) et aussi ~52 < 0. Quitte a tout multiplier par —1,
un

on peut appliquer les théoréeme de comparaison pour les séries a termes positifs.

1 1
On sait que v, ~ ——= et que E v, converge, donc par comparaison, la série E 5.2 converge.

n——+o0o QU% U%
1
E — converge.
U2
n

6. Pour n € N, on pose w,, = In(u,+1) — In(uy,).

(a) Il s’agit encore d’une somme télescopique. Soit N € N, on a :

N N
an = Z (In(upy1) — In(uy))
n=0 n=0
= (In(ur) = In(uo)) + (In(uz) —In(ur)) + - + (In(un1) — n(uy))
= In(uyy1) — In(ug)
N
Et donc Z (In(tpy1) — In(uy,)) = In(uny1) N +00 (car hrf u, = +00) donc, par définition :
n—-+0oo
n=0

La série Z (In(tpy1) — In(u,)) diverge.

(b) On sait que :

w, = In(upyr) —In(u,) = In(y/u2 +u,) — In(uy,)

= In (um /1+ %) — In(uy,)
= %ln (1 + i)
Unp

1
Et comme In(1 + ) ~ T en substituant x = — = 0, on obtient :
T— Uy, N—~+00

1

Wy, ~ .
n—s+oo 20,

1

On a w, > 0 (car la suite (u,)nen est croissante) et aussi S > 0. On peut donc appliquer les
U,

théoreme de comparaison pour les séries a termes positifs.

1
On sait que w, ~ — et que Z w, diverge, donc par comparaison, la série Z — dlverge

n—+00 Uy,
1
Z — diverge.
u

n

12



IV -
1.

Une suite définie implicitement

Théoreme de la bijection monotone

Soit I un intervalle de R et f : I — R une application. Si f est continue et strictement monotone,
alors elle réalise une bijection entre I et 'intervalle image f(I).

On peut dire de plus que dans ce cas, la bijection réciproque de f est continue sur f(I) et de méme
monotonie que f.

Pour x > 0, on pose f(x) = e* + . La fonction f ainsi définie est continue et strictement croissante sur
[0, +00]. Elle réalise donc une bijection de [0, +oo[ sur son image [1, +oo[. Ainsi, tout élément de [1, +00]
possede un et un seul antécédent par f dans [0, +oo[. En particulier :

Vn e N*, 3z e [0,400], f(z)=e"4+x=n.

On note = = u,,.

En utilisant les propriétés de la bijection réciproque : On note g : [1, +oo[— [0, +00] la bijection
réciproque de f. La fonction g est alors aussi strictement croissante et, et dressant son tableau de variation,
on trouve lim ¢g(y) = +o0.

Yy—+00

Or n = f(u,) donc u,, = g(n). Ainsi| lim u, = lim g(n) = +oo.

n—-+o0o n—-+o0o

En utilisant des manipulations algébriques : On a pour tout n € N* : e*» +u,, = n.
Or pour tout z € R, < e* donc n = €' + u,, < 2e** ou encore In(n) < u, + In(2).

Et par minoration, on obtient : | lim wu, = +oc.
n——+00

. On a e" +u,, = n donc In(e*” + u,) = In(e" (1 4+ u,e ")) = In(n). Par conséquent,

Uy + In(1 + u,e™ ) = In(n).

Or lim w, =+oo donc lim wu,e " =0 et par suite In(1 + u,e ) ~ =wuze ™™ o0 (u,).
n—-+o0o n—-+o0o n—-+o0o n—-+o0o

On a donc u, ~ Unt In(1 + u,e ™) = In(n) et par suite :
n—-+0o0

D’apres la question précédente, on a : —

Y p— —_—.
n? n—+oo 3 n n?
Un 1
3 n(n .. Up 1
Donc —5 ~ (n) — 0. Ainsi, — = o — .
oy n—+oco 1N n—+oo n3 n—+oo n2

. . 1 . . .
Or la série de Riemann, E —; converge, et comme les séries sont a termes positifs, on peut appliquer les
n

théoremes de comparaison :

Un
E —, converge.
n3

neN*
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6. On pose v, = u, — In(n).

(a) On connait un équivalent de u,, on en cherche un de e"" (sans composer par l'exponentielle!!!).

Onae =n—u,etu, ~ Inn)= o (n).Finalement| e =n—u, ~ n
n—-+0oo n—-+0oo n—-+00

On pouvait aussi remarquer que lim w,e “" = 0 par croissance comparée et avec lim wu, = +00.

n—+o0o n—+4o00
Et donc :
n=e"n (1 + une’“") ~ el
n—+oo
(b) On a €' (14 u,e ™) =n et donc u, + In(1 + u,e ) = In(n).
On obtient v, = u, —In(n) = —In(1 + upe ™) ~ —uye ¥ car lim u,e " =0.
n—+oo n—+oo
Finalement
1 1
Up ~ —Upe "M = —u, ~ = n(n)
n—+4oo eUn n—+oo n

n

In(n In(n
On obtient le développement asymptotique suivant pour u,, : |u, = In(n) — (n) + 0+ ( ( )) .
n—-+00

Exercices supplémentaires facultatifs

Exercice 1

Soit £ un K-espace vectoriel et u un endomorphisme de E tel que u? + 3u + 2Id = 0 (avec u? = u o u).
Montrer que F' = Ker(u + Id) et G = Ker(u + 21d) sont supplémentaires dans E.

Correction : On raisonne par analyse et synthese.
Soit z € E.

e Analyse : Supposons qu’il existe y €Ker(u+Id) et z €Ker(u + 21d) tels que z =y + z.
Par définition, y €Ker(u+Id) donc u(y) + y = 0, ou encore u(y) = —y. De méme, z €Ker(u + 2Id) donc
u(z) = —2z. On cherche a exprimer y et z uniquement en fonction de = (que 'on <« connait >).

r = y+=z
u) = uly) +u(z) =—y—22

On résout ce systeme en y et en z, on obtient :

y=2z+4u(z) et z=-x—u(x

Alinsi, si y et z existent, ils sont uniquement déterminés par les relations précédentes.

e Synthese : Vérifions que ces vecteurs y et z conviennent.

— On abien y+ 2z =2z +u(x) —z —u(zr) = .

< De plus, u(y) = u(2z + u(r)) = 2u(z) + u?(z).

Or, par hypothese, u? = —3u — 2Id, donc u(y) = 2u(z) — 3u(r) — 2z = —y. Ainsi, y €Ker(u+Id).
< De méme, u(z) = u(—z — u(x)) = —u(z) — u?(r) = —u(x) + 3u(z) + 2z = 2u(r) + 20 = —2z.
Ainsi, z €Ker(u + 21d).

14



e Conclusion : Finalement, on a démontré I’assertion suivante.

Ve e B, Jy € Ker(u +1d), Iz € Ker(u +2Id), z=y+ z.

C’est la de

E = Ker(u + Id) & Ker(u + 21d).

Exercice 2 (Oral Centrale PSI et Mines-Ponts PC)

Soit P € R[X] non constant tel que :
P(X?) = P(X)P(X —1).

1. Soit w une racine de P. Montrer que w? est aussi racine de P.
2. Montrer que les racines de P sont soit nulles, soit de module 1.
3. Montrer que 0 n’est pas racine de P

4. Déterminer tous les polynomes solution.

Correction :

1. Si w est racine de P alors P(w) = 0 et donc P(w?) = P(w)P(w — 1) = 0, et w? est aussi racine de P.

2. Si w est racine de P, alors w? aussi, et donc (w?)? = w* aussi... Par une récurrence immédiate :

pour tout n € N, w?" est racine de P.

Or si on avait w # 0 et si |w| # 1 alors 'ensemble {w?", n € N} serait infini (la suite des modules est strictement
monotone). Dans ce cas, le polynome P aurait une infinité de racines et serait le polynome nul, ce qui est exclu
par ’énoncé (polynoéme non constant).

Et donc | si w est racine de P alors w =0 ou |w| = 1.

3. On remarque que si = est racine alors en évaluant en X = x + 1, on trouve P((z +1)?) = P(z + 1)P(z) =0
donc (z 4 1)? est aussi racine.

Ainsi, si 0 est racine, alors (0 + 1)% = 1 aussi, puis (1 + 1)? = 4 aussi, puis (1 + 4)? = 25 aussi... On trouve une
suite x,, d’entiers définie par zo = 0 et 2,1 = (z,, + 1)°.

On a z,. — 2" = 22 +x, +1 > 0 (polynéme de degré 2 en z,, sans racine réelle), donc la suite (z,)nen est
strictement croissante. Et ces entiers distincts sont tous racines de P... méme contradiction.

Donc, ‘ 0 n’est pas racine de P. ‘

4. Le polynome P n’est pas constant donc il posséde au moins une racine complexe z (qui est de module 1).
D’apres ce qui précede, (1 + 2)? est aussi racine de P, donc elle est aussi de module 1.
Onadonc P(2) =0 = |z|=|z+1]=1

. 1
On écrit z = € et donc |z + 1|2 = (cos(f) + 1)% + sin?(6) = 1, on trouve 2 + 2 cos(f) = 1 donc cos(f) = —3
Ainsi les seules racines possibles de P sont j = e?™/3 et j = e%™/3. Comme P est & coefficients réels, si I'un est
racine, 'autre aussi et avec la méme multiplicité. Et donc il existe n € N tel que

PX)=(X—j)(X—j)"=(X2+X+1)"~

Réciproquement, on vérifie facilement que tous ces polynomes sont bien solutions :

P(X)P(X~1) = <X2+X+1>n((X—1)2+(X—1)+1>n - <X2+X+1)"<X2—X+1)" - (X4+X2+1)" — P(X2).
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Exercice 3 (Oral Centrale PSI)

1. Soit u: P € R,[X] — P' € R,[X].
Exhiber une base de R, [X] dans laquelle la matrice de u n’a que des coefficients égaux a 0 ou 1.
2. Soit @ € R, [X].

(a) Montrer qu'il existe un unique P € R,[X] tel que :
P—P —=0Q.

(b) Montrer que, si @) est a valeurs positives, il en est de méme pour P.
(¢) Montrer que, si @ est a coefficients positifs, il en est de méme pour P.

Correction :

1. On trouve assez facilement u(X*) = kX*1.
On prend donc ey = X™.
Puis e; = u(eg) = nX" 1, ey = u(e;) = u?(eg) = n(n — 1) X" 2... et plus généralement :

n!

e =u(eg) =n(n—1)---(n—k+1)X"F = an_k.
La famille (eq,...,e,) est échelonnée en degrés et ses vecteurs sont non nuls, donc elle est libre. Et comme elle
est de cardinal n + 1 = dim(R,[X]), ¢’est une base de R,,[X].
Par construction, la matrice de u dans cette base est la matrice T = (¢;;)o<ij<n OU t;;41 = 1 pour ¢ €
{1,...,n — 1}, les autres coefficients étant nuls.

2(a). Cela revient & montrer que 'application Id —u : P +—— P — P’ est une bijection de R,,[X] sur R, [X].
On remarque d’abord qu’elle est linéaire (immédiat) et donc Id — u est un endomorphisme de R,[X]. De plus
sa matrice dans la base construite en question 1 est [,,;; — 7T qui est triangulaire avec des coefficients diagonaux
non nuls (il valent tous 1). Elle est donc inversible. A fortiori Id — u est bijectif, et donc :

VQ €R,[X], IPER,X], Q=(Id—u)(P)=P—P.

2(b). Supposons que @ est a valeurs positives : Vo € R, Q(x) > 0.
Ainsi, @ est de degré pair et de coefficient dominant positif.
Comme @Q = P — P’, P est aussi de degré pair et de coefficient dominant positif. On raisonne par I’absurde.

Supposons qu'il existe zg € R tel que P(xy) < 0.
L’application x — P(x) est continue sur R.

Par le théoreme des valeurs intermédiaires, puisque lim P(z) = +o00, P possede au moins une racine dans
T—>r—00

| — 00, xo[, on note « la plus grande de ces racines (il y en a un nombre fini).

De méme, P possede au moins une racine dans |zg, +oo[, on note /3 la plus petite de ces racines (il y en a un
nombre fini).

Par construction, P(«a) = P(f) = 0, et P ne s’annule pas sur |«, 8], par le théoreme des valeurs intermédiaires,
P est de signe constant, celui de P(x).

Ainsi, pour tout = €|a, B, on a P(z) < 0 et comme P'(z) = P(z) — Q(z), on a aussi, P'(z) < 0.
~——

>0
L’application z — P(x) est donc décroissante sur |zg, 5], ce qui est absurde puisque P(z) < 0 = P(/3). Donc :

’ si (Q est a valeurs positives, P l'est aussi. ‘
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2(c). On suppose que @ est a coefficients positifs. On s’inspire de la série géométrique pour déterminer I'inverse
“+oo

de Id — u. En effet, si |z| < 1, I'inverse de 1 — x est Zxk
k=0
Ici, on remarque que u est nilpotente d’indice n + 1. Vérifions que Id + u + u? + - - - + u™ est I'inverse de Id — u.
En effet, (Id — u)(Id + v +u? + - - - + v") = Id — " = Id.
Or @ = (Id — u)(P) donc :

— (1) @) = ([ ut o+ u")(Q) = Q+ Q +Q -+ Q.
Et comme les coefficients de () sont positifs, ceux de P le sont également.

Exercice 4

On considere la suite (uy,),en définie par ug = 0 et

Vn € N*¥, un:</n+</(n_1)_|_ V4 1.

1. Etablir une relation entre u,,u,_1 et n, pour tout n € N*.
2. Montrer par récurrence que, Vn € N, u,, < y/n. En déduire que u,, = o (n) puis que v, ~ +/n.

n——+00 n——+0oo
3. On considere alors la suite (v, )neny définie par Vn € N, «,, = u,, — /n.

1 1
Déduire de la premieére question un équivalent de «,, puis montrer que u,, = n*/* + F + o0 (—) .
n

Jn

Correction :

1. De maniere évidente, pour tout n € N*, on a | u! =n + u,_;.
2. Pourn:O,onabienuon§\/ﬁetpournzl,ulzﬁzlgﬁ.
Soit n € N. Supposons savoir que 0 < u,, < y/n. On alors

ul o =n+1l+u, <n+1+n

On veut montrer que n+ 1+ /n < (n+ 1), c’est-a-dire que v/n < (n+1)?> — (n + 1) = n* + n. Or, pour tout
n €N, on a y/n <n, donc \/n <n®+n.
On a bien démontré uflﬂ <n+1+yvn<(n+1)?2 donc0<u, 1 <+vn+l.

Par le principe de récurrence, on a |Vn € N, 0 < u, < +/n.

Puisque v/n = o0 (n),on aaussi|u,= o (n).
n—+00 n—+o00
Par suite, n +u, 1 ~ net|u,=¥Yn+u, 1 ~ +/n.
n—-+00 n——+o00

3. Onaanzun—é/ﬁzé/nwn_l—éfzf/ﬁ<\4/1+“”‘l —1).
n

Up—1 Up—1
Or ~ =0caru, 1= o (n—1)donc
n n—toon — 1 n—+oo

(41+un—1_1) ~ Up—1 ~ \/471—1 ~ \4/%
n

n—+too 4n n—too  4n  n—too 4n

. \/_ 1 1 1
E ~ E =nl/4 L — .
n reportant, on obtient «, et n-— ym \/_ t par suite |u, =n 4 \/_ Zo
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Exercice 5

Soit f une fonction continue et décroissante de R™ dans R*. On consideére une suite de réels (1, ) ey strictement
décroissante, convergeant vers 1 et, pour tout n € N, on pose f, : © € Rt — r,,.f(2).

1. Montrer que f (resp. f,) admet un unique point fixe I (resp. I,,).
2. Etudier la convergence de la suite (1,,)nen.

Correction :

1. On définit g(x) = f(x) — z et g,(x) = fu(x) — 2.

Les fonctions g et g, sont continues car les fonctions f et f, le sont.

De plus, f est décroissante, —Id : x — —x est strictement décroissante, donc leur somme ¢ est strictement
décroissante sur R*. Par le méme raisonnement, g,, est aussi strictement décroissante sur R*.

Par le théoréme de la bijection monotone, ¢ est une bijection de R™ sur son image.

Or ¢g(0) = f(0) —0 >0 (f est a valeurs positives).

De plus par le théoreme de la limite monote, f est décroissante positive (donc minorée), donc elle admet une

limite finie en +o00. Et par opération sur les limites, on a lim g¢(z) = —oc.
r—r+00

Ainsi, 0 est dans I'ensemble image de g, donc il possede un unique antécédant par g, ce qui s’écrit en revenant

af:

N eRT, f(I)=1.

De méme, pour tout n € N, il existe un unique I,, € RT tel que | f,,(I,,) = I,,.

2. Faire un dessin!

On essaie de placer I, I,,,1 et I, dans le tableau de variations de g,. Comme g, est stritement décroissante, cela
revient a comparer leurs images par g,.

Puisque (7, )nen décroit et tend vers 1, on a

VnelN, 1< r, <nr.

e On sait, par définition, que g,(I,,) = 0.

e On sait, par définition, que gn1(lpe1) =0 =11 f(lpe1) — Lnya-
Donc g, (Lns1) = rof (Ins1) — Lnwr = rpgr f(Lng1) — Lnwr = 0 = g, (1) car v, < 1pyq et f(L41) > 0.
Et comme g, est décroissante, on obtient

e On sait, par définition, que g(I) =0=rf(I) — I.
Donc g,(I) =r,f(I)—1> f(I)—1=0=g,(I,) car 1 <r, et f(I)>0.

Et comme g, est décroissante, on obtient

Le dernier point est valable pour tout n € N, donc a fortiori pour n + 1. On a donc démontré :

(VneN, I<IL<I, |

Le théoreme de la limite monotone s’applique, la suite (I,),en converge vers une limite £ > 0, et par passage a
la limite dans l'inégalité précédente, on obtient ¢ > I.

Pour conclure, on passe a la limite dans 'égalité f,,(1,,) = r,,.f(I,) = I,. Mais... il faut d’abord s’assurer que ces
limites existent !
Puisque f est continue en ¢ et puisque lim I, = ¢, on obtient lim f(I,) = f({).

n—4o00 n—+4o0o
On a aussi lim 7, = 1.
n—-+o0o

On obtient f(¢) = ¢. Et donc | £ = I est I'unique point fixe de f. ‘
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Exercice 6

| - f'(@)
LR+ R+ =
Soit f & CH(R",RY). On suppose que lim flz)

1. Donner un exemple d’une telle fonction.

1
2. Démontrer que lim f(n—+) =0.
n——+0o0o f(n)

3. Démontrer qu'il existe N € N, et C' > 0 tels que Vn > N, f(n) <
4. En déduire la convergence de Z f(n).

2]

Correction : /
1. La fonction définie par f(x) = e~ convient en effet : ]}((x)) =2z —+> —00.
€T T—r+00
2. On revient a la définition de limite. Pour tout M > 0, il existe A > 0 tel que :
!
Vo > A, M < -—-M.
f(x)
/
t
En particulier, pour tout entier n > A et pour tout ¢ € [n,n + 1], on a ]}(<t)) <-M
En intégrant sur [n,n + 1] (utiliser les hypotheses sur f), on obtient :
1
In (M) <M
fn)
e . . f(n+1) , .
Par définition de limite, on a donc hr}rq In T = —oo et en composant par I’exponentielle,
n—-+0oo n
1
im LY

f(n).

N | =

1
3. Par définition de limite (avec ¢ = 5), il existe N € N, tel que Yn > N, ie. f(n+1)

IN

Ainsi, sin > N, on a :

Fn) < Sf(n—1) <o < Lo (V).

En posant C = 2V f(N), on a bien démontré qu'il existe N € N, et C' > 0 tels que

DO | —

1
4. Or la série géométrique Z on converge, donc par les théoremes de comparaison (les termes sont bien positifs

car f est a valeur dans R™), on a bien :

Z f(n) converge.
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