PSI 2023-2024
Lycée Chatelet

evoir non surveillé 0 - Travail en autonomie
Techniques de base et applications du cours

Dans ce qui suit, on rappelle quelques points de cours et méthodes. On propose aussi quelques exercices résolus
a savoir refaire sans hésitation (cf premier devoir surveillé).

En mathématiques, si les calculs et le résultat ont une importance, ce qu’on attend avant tout, est la mise en
oeuvre d’'un raisonnement précis et rigoureux. Vous attacherez donc une attention particuliere a la rédaction des
exercices proposeés.

Les themes du Vade Mecum évoqués dans ce devoir doivent étre maitrisés pour la rentrée.
Partie I : Algebre linéaire

Vade Mecum

e Théme 11 : Sous-espaces vectoriels et applications linéaires
e Théme 12 : Familles libres, liées, génératrices
e Théme 13 : Formules de changement de base

e Théme 14 : Calculs pratiques de déterminants

En vous appuyant sur vos cours et exercices de premiere année, retravailler les notions et savoir-faire suivants.

A revoir et savoir faire

e Définition et caractérisation d’un sous-espace vectoriel.

e Savoir définir et caractériser les égalités F = F+G et E=F & G.

e Familles libres, familles liées, familles génératrices, définition de Vect{uy, ..., u,}.
e Espaces vectoriels de dimension finie :

& bases (définition et caractérisation).
& (Cardinal des familles libres, cardinal des familles génératrices.
& Caractérisation des bases a l'aide de la dimension.
& Caractérisation de £ = F' @ G a 'aide de la dimension.
e Applications linéaires :
& Définition, endomorphisme, isomorphisme.
& Noyau, image, caractérisation de 'injectivité a ’aide du noyau.
¢ En dimension finie : caractérisation des isomorphismes par les bases ou a ’aide des dimensions.
& Formule du rang.

e Projecteurs et symétries associés a deux espaces supplémentaires. Caractérisation.
e Calcul matriciel :

& Matrice d'une application linéaire dans un couple de bases, application au calcul de I'image d’un vecteur.
& Formule de changement de bases.

& Noyau, image, rang d’une matrice.



1.1 - Espaces vectoriels

Vade Mecum

Theme 11 : Sous-espaces vectoriels et applications linéaires

On rappelle que si K = R ou C, les ensembles suivants sont munis d’une structure de K-espace vectoriel.
KP, M, ,(K), K[X], F(UK)={f:U — K, f application}
Si E, F sont des K-espaces vectoriels : F(U, E), L(E, F)

Démontrer qu'un ensemble (F),+,.) est un espace vectoriel en revenant a la définition est assez long. Tres
souvent, on montrera que F' est un sous-espace vectoriel de I'un des espaces vectoriels de référence précédents.
Plus précisément, si F' est contenu dans un K-espace vectoriel F, alors

F#9(

F' est un sous-espace vectoriel de E — { V(z,y) € F2, YO\ 1) € K2, Az+puyeF

Ainsi, 0 est toujours dans un espace vectoriel F', la somme x + y de deux éléments x et y de F est encore dans
F', et les multiples Az d’éléments x de F' sont encore dans F.

Exercice rédigé 1
En utilisant ces arguments, justifier que les ensembles suivants ne sont pas des espaces vectoriels.
1. Fy ={(z,y,2) € C],x +y — 32 =2}
2. F5,={f:R— R, f est croissante}
3. F3 ={(x,y) € R?, 2% =y*}.

Solution :

1. Ocs = (0,0,0) n'est pas dans Fy donc Fy n’est pas un espace vectoriel.
2. 1d: x — x est dans Fy et pas —Id. Donc Fy n’est pas un espace vectoriel.
Attention, la fonction nulle est a la fois croissante et décroissante (et c’est la seule!).
3. (1,1) et (—=1,1) sont dans F3 mais pas leur somme (0,2). Donc F3 n’est pas un espace vectoriel.

Exercice rédigé 2

Montrer que I’ensemble F' des fonctions paires f : R — R est un R-espace vectoriel.

Solution : On a :

e I'C F(R,R)

e F' est non vide car la fonction identiquement nulle est paire.

e Enfin, soient f, g deux fonctions de F' et X\, pu des réels. Montrons que \f + g est paire. Puisque f et g
sont paires, on a pour tout v € R, f(—x) = f(x) et g(—x) = g(z).

Ve eR, (Af +ug)(—2) = A(=2)+ pg(—2z)

= A(x) +pg(z) = (A + pg)(@).

Ainsi, \f + ug € F et F est bien stable par combinaisons linéaires.

Conclusion : | F' est un sous-espace vectoriel de F(R,R), c¢’est donc un espace vectoriel.




Pour montrer qu'un ensemble est un espace vectoriel, on peut aussi montrer qu’il s’écrit Vect{us, ..., u,}.

Exercice rédigé 3

Montrer que l'ensemble F' = {(x,y,2) € R? 2z — y + 2 = 0} est un R-espace vectoriel.

Solution :
Soit u = (z,y,z) € R3. On a les équivalences swivantes.

ueF — 21 —y+2=0 <<= y=2r+z
=  u=(r,y,2) =(z,20+ z,2) = x(1,2,0) + 2(0,1,1)

<  wue€ Vect{(1,2,0),(0,1,1)}

Conclusion : | F' = Vect{(1,2,0),(0,1,1)} est un espace vectoriel.

Remarque : en écrivant z en fonction de z,y (ou = en fonction de y, z), on aurait obtenu d’autres bases.

1.2 - Familles de vecteurs

Vade Mecum

Théme 12 : Familles libres, liées, génératrices

Exercice rédigé 4

Soient f:x+— e, g:x+— e*® et h:x— 32,
Démontrer que {f, g, h} est une famille libre.

Solution : |Soient (a,b,c) € R? tels que af + bg + ch = 0.

C’est une égalité de fonctions qui s’écrit :
Ve eR, a.f(x)+b.g(x)+ch(x)=0.

On veut montrer que a,b et ¢ sont nuls.

Les vecteurs sont ici des applications. On pourra si nécessaire (et si ¢’est possible) :
e donner une valeur a x (c’est une spécialisation)

e faire tendre x vers une limite { éventuellement infinie

e dériver, intégrer. ..

Dans cet exercice, on choisit la deuziéme possibilité. On a pour tout x € R :

ae® + be* 4 ce’ = e (ae™* + be " +¢) =0
Et donc, puisque €3* n'est pas nul, on a Vo € R, ae™?* +be™® +c = 0.
Lorsque x tend vers 400, on obtient ¢ = 0.
On divise alors I’égalité de départ par e** et on obtient : Vo € R, ae™® +b = 0.
La encore, lorsque x tend vers +00, on obtient b = 0.
Il reste af = 0 et, par ezemple, en spécialisant en x = 0, on trouve a = 0.
On obtient| a=b=c=0 | et donc :

Conclusion : | {f, g, h} est une famille libre.




Exercice rédigé 5
Dans R?, on note
Uy = (]., 1,0), Uy = (2, —].,3> et Uz = (1,07 ].)

La famille (uy,ug, u3) est-elle libre ?
Solution :

On résout auy + bug + cuz = 0. Si (a,b,¢) = (0,0,0) est la seule solution, alors la famille est libre. Sinon,
on obtient une (ou plusieurs) relation linéaire non triviale liant uy, us, us.

1 2 1 0
auy + bug + cusg = 0 — al 1 | +b| =1 | +c| O | =10
0 3 1 0
a+2b+c=0
— a—b=0
3b+c=0
{a—b
<~
< (a,b,c) = (b,b,—3b)

Finalement pour tout b € R, on a buy + bus — 3buz = 0 et donc| (uy,us,u3) n'est pas libre.
En particulier, avec b = 1, on trouve la relation linéaire non triviale suivante.

'LL1+U2—3U3:O.

1.3 - Espaces vectoriels de dimension finie

Un espace vectoriel £ de dimension finie, est un espace vectoriel qui posséde une famille génératrice
finie. On peut démontrer dans ce cas qu’il possede des bases et qu’elles sont toutes de méme cardinal. On appelle
dimension de E, le cardinal de ces bases. On peut utiliser sans le redémontrer :

dim(K") = n, dim(M,,,(K)) =np et dim(K,[X]) =n+ 1.

Soit E un espace vectoriel de dimension n € N* et F = {uy, ..., u,} une famille de vecteurs de FE.

\ Les bases de E sont les familles libres de cardinal maximal. \

e Si F est libre alors card(F) < dim(F).
e Si card(F) > dim(F) alors F est lie.
e Si F est libre et si card(F) = dim(FE) alors F est une base de E.

‘ Les bases de E sont les familles génératrices de cardinal minimal.

e Si F est génératrice alors card(F) > dim(E).
e Si card(F) < dim(F) alors F n’engendre pas E.
e Si F est génératrice et si card(F) = dim(F) alors F est une base de E.



Exercice rédigé 6
1. Soit F = (P,..., P,) une famille de R[X]. Rappeler la définition de <« F est échelonnée en degrés >.
2. Soit a € R. Onnote Py =1,P, = (X —a),P, = (X —a)?,...,P, = (X —a)™

Démontrer que B = (P, P, ..., P,) est une base de R, [X].

3. En utilisant la formule de Taylor pour les polynomes, déterminer les coordonnées d’un polynome P €
R,,[X] dans cette base.

Solution :
1. Soit F = (Py,..., P,) une famille de R[X]. La famille < F est échelonnée en degrés > si
deg(P) < deg(Ps) < --- < deg(FP,).

2. C’est une famille échelonnée en degrés de polynomes non nuls donc elle est libre.
De plus, son cardinal est n + 1 = dim(R,[X]) donc :

B = (P, P,...,P,) est une base de R, [X].

" pk)
3. Puisque deg(P) <n, on a P(X) = Z k'(a)

k=0
Et donc les coordonnées du polynome P € R, [X] dans cette base sont :

P"(a) P (a)) ‘

TR

(X —a)* (formule de Taylor pour un polynéme).

(PP

Si E est un K-espace vectoriel et si F), G sont des sous-espaces vectoriels de E, on a (& connaitre!) :

E=F®G — VeeFE, lyeF, dzeG, z=y+=z
définition

- { FNnG={0}
caractérisation E=F+G

Lorsque F est de dimension finie (et connue!), on pourra utiliser les équivalences suivantes.

dim(F) 4+ dim(G) = dim(E)

E=Fad — {E_F+G

dim(F) + dim(G) = dim(E)
A { FNG={0}
Exercice rédigé 7
Dans E = R3, on consideére les ensembles suivants.

P={(z,y,2) e E,x+2y—2=0} et D={(r,y,2) € E,x+y=0ety+2=0}

1. Montrer que P et D sont des sous-espaces vectoriels de E.
2. Déterminer une base de P et une base de D.

3. Montrer que P et D sont supplémentaires dans F.



Solution :

1. Soit u= (z,y,2) € R%. On a les équivalences suivantes.

ue P — r+2y—2=0

x x 1 0
— u=\|vy | = Y =z| 0 | +y| 1
z T+ 2y 1 2

< wu€ Vect{(1,0,1),(0,1,2)}

De méme, on a : uweD = r4+y=0ety+2=0
T —y -1
<~ u=1[ vy | = Y =y 1
z —y -1

<  we Vect{(-1,1,-1)}

Ainsi, P = Vect{(1,0,1),(0,1,2)} et D = Vect{(—1,1,—1)} et donc

‘ P et D sont des sous-espaces vectoriels de E‘

2. D’autre part, les deux vecteurs (1,0, 1) et (0,1,2) ne sont pas colinéaires donc ils forment une famille
libre. De méme le vecteur (—1,1,—1) est non nul, donc il forme une famille libre. Ainsi :

{(1,0,1),(0,1,2)} est une base de P et {(—1,1,—1)} est une base de D.

3. On a toujours 0 € PN D, puisque PN D est un espace vectoriel.
Soitu € PN D.
On aue D = Vect{(—1,1,—1)} donc il existe a € R tel que v = a(—1,1,—1) = (—a,a, —a).
On a aussiu € P ={(z,y,2) € E,x +2y—z =0} donc —a+2a — (—a) = 0. Ainsi a =0, puis u = 0.
Par conséquent, PN D = {0}.

De plus, dim(P) + dim(D) = 2+ 1 = 3 = dim(R?), donc‘ R}*=PaD. ‘

Remarque : On aurait pu aussi utiliser la méthode suivante.
{(1,0,1),(0,1,2)} est une base de P et {(—1,1,—1)} est une base de D, donc P et D sont
supplémentaires dans E si la famille concaténée {(1,0,1),(0,1,2),(—=1,1,—1)} est une base de E.

10 -1
01 1|=-2%#0.
12 -1

Donc {(1,0,1),(0,1,2),(=1,1,—1)} est une base de E et‘ R3= P& D.




I.4 - Applications linéaires

Vade Mecum

Theme 11 : Sous-espaces vectoriels et applications linéaires

Une application linéaire est une application f définie sur un K—espace vectoriel F, a valeurs dans un K— espace
vectoriel F' et qui est < compatible > avec leur structure d’espaces vectoriels.

Plus précisément, on rappelle la définition suivante.
On dit que f : E — F est une application linéaire si I'une des deux conditions équivalentes suivantes est
vérifiée.

1. Y(u,v) € B, V(\, ) € K2, f(Au+ pv) = Af(u) + puf(v).

2. V(u,v) € E?, flu+v)=f(u)+ f(v) et Yue E, VAeK, f(lu)=\f(u).

On note L(E, F') 'ensemble des applications linéaires, c’est un K—espace vectoriel.

On appelle forme linéaire une application linéaire de F dans K = F, et endomorphisme une application linéaire
de F dans F = F.

On notera L£(F) 'espace vectoriel des endomorphismes de F.

Remarque 1 : Trés souvent, les éleves confondent les définitions de sous-espace vectoriel et d’application
linéaire. Si f € L(FE, F), cela n’a aucun sens d’essayer de montrer que 0 appartient a f!!!

Remarque 2 : Si f € L(E, F) alors f(0g) = 0p.

Remarque 3 : Les applications linéaires f € L(KP K™) sont données par des expressions linéaires en les
coordonnées. Par exemple :

R3 — R?
x
f: B [ 2z t+y—=z
= ‘Z flu) = T +y+ 3z

Exercice rédigé 8

Soient f et g deux endomorphismes d'un K-espace vectoriel E.
Montrer que g o f = 0 si, et seulement si, Im(f) C Ker(g).

Solution :
On raisonne par double implication.

e Supposons que Im(f) C Ker(g).
Soit x € E. On a f(z) € Im(f) donc f(z) € Ker(g). Ainsi go f(x) = g(f(z)) = 0. Ceci est vrai pour tout
x de E donc fog=0.

e Réciproquement, supposons que go f = 0.
Soit y € Im(f). Par définition, il existe x € E tel que y = f(x).
Alors, g(y) = g(f(z)) =go f(z) =0 et donc y € Ker(g). On a bien montré Im(f) C Ker(g).




1.4 - Calcul matriciel

Vade Mecum

Theme 13 : Formules de changement de base
Theme 14 : Calculs pratiques de déterminants

Exercice rédigé 9

3 11
Soit A= 2 4 2
1 1 3
1. Calculer A? en fonction de A et de Is.
2. En déduire que A est inversible et donner A~!. On reviendra & la définition de matrice inversible.
3. Pour quelles valeurs de A la matrice A — AI3 est-elle non inversible 7 On utilisera le déterminant.
4. On pose B = A — 21;.
(a) Calculer B™ pour tout n € N*.
(b) En écrivant A = B + 213, calculer A” pour n € N*. On exprimera A" en fonction de I3 et de B.
Solution :
1. Le calcul donne facilement| A% = 8A — 1215.
2 1 2 1
) A— A2 =121 Alz=l3——=A)=|=——=A)A=1;.
2. On a donc 8 3 0U encore (33 B ) (33 B ) 3
2 1
Par définition (4 connaitre) de matrice inversible : A est inversible et A™! = 3l — EA.
3. Le calcul donne det(A — \3) = (2 — \)*(6 — \). En effet :
3—A 1 1
det(A—)\Ig) = 2 4— A 2 Ll <—L1+L2+L3
1 1 3—A
6—-X 6—-X 6—X
= 4—-X 2
1 1 3—A
1 1 1
= (6—/\) 24—\ 2 02<_02_Cl et 03<—C3—Cl
1 1 3—A
1 0 0
= 6-XN]2 2-X 0 = (6—X)(2—)\)?
1 0 2—A
A — M3 est inversible si et seulement si det(A — A3) # 0.
Et donc :| A — M\l3 est non inversible si et seulement si A = 2 ou X\ = 6.




4. On pose B=A —2I;.

(a) On a B?> =4B,B* = 4B? = 4’B et par récurrence B™ = 4"~ B pour tout n € N*.
(b) A" = (B + 2I3)" avec B et 213 qui commutent. On peut donc utiliser la formule du binéme de
Newton.

k=1

k=0

= I3 +22) (Z) 2B = 2"[;+2"2((2+1)" — 1)B
k=1

1
= 2L+ (6"~ 2")B

Exercice rédigé 10

-5 4 —1
Déterminer le rang, le noyau et 'image de A= | —4 3 -1
2 =2 0

Solution : Le rang de A est aussi le rang de ces colonnes Cy,Cy et Cj.
Les deux premiéres colonnes de A sont indépendantes donc rg(A) =rg(Cy, Cy, C3) > 2.
De plus Cy + Cy = C; donc | 19(A) = 2.

L’image est engendrée par les colonnes de A. Ainsi, puisque dim(Im(A)) = 2, il suffit d’en choisir deuz
indépendantes :

Im(A) = Vect{C}, Cs}.

Par la formule du rang, le noyau est de dimension 1, et puisque Cy; + Cy — C3 = 0, il contient | 1 (a

vérifier pour s’en convaincre!).

1
Ainsi | Ker(A) = Vect 1

-1
x 0
On pouvait aussi résoudre le systeme Ay | = |0
z 0

I.5 - Projecteurs : Tres important !

Soit £ un K—espace vectoriel.

1. On appelle projecteur de E tout endomorphisme p € L(FE) vérifiant p o p = p.
2. Si EF = F @ G alors tout vecteur x € E s’écrit de maniere unique sous la forme x = xp + ¢ avec xp € F et
ra € G. On appelle projection sur F' dans la direction de G I'application suivante.

JE — FE
P T — T

Ces deux objets (projecteur, projection) n’en font qu'un. C’est-a-dire que tout projecteur est une projection et
toute projection est un projecteur. On redémontrera cette année la proposition suivante qu’il faut connaitre.



Proposition

Soit E un K—espace vectoriel.

1. Soit p un projecteur de E.

Alors E =Im(p)®Ker(p) et p est la projection sur Im(p) dans la direction de Ker(p).

2.51 E=F @G etsip est la projection sur F' dans la direction de G alors p est un projecteur et F' =Im(p)
et G =Ker(p).

Exercice rédigé 11 (Résultat a connaitre!)

Soit E un K—espace vectoriel et p un projecteur de F.
Montrer que Im(p) = Ker(p — Idg).

Solution :

On sait que p € L(E) et que pop = p. On raisonne par double inclusion.

e Soity € Im(p).

Il eziste x € E tel que y = p(x). Et donc (p— Idg)(y) = p(y) —y = p(p(x)) — p(z) = pop(z) — p(z) = 0.
Ainsiy € Ker(p — Idg). On a donc déja démontré 'inclusion Im(p) C Ker(p — Idg).

e Soit y € Ker(p — Idg). On a donc y = p(y) € Im(p). On a démontré linclusion Ker(p — Idg) C Im(p)
d’ou le résultat.

L’exercice suivant est a savoir faire sans hésitation. Deux méthodes de résolution sont proposées.

Exercice rédigé 12
Dans £ = R?, on note F' = Vect{(1,1,1)} et G = {(x,y,2) € E, x+y— 2z =0}.

1. Démontrer que F' et GG sont supplémentaires dans F.

2. On note p la projection sur G dans la direction de F.
Déterminer 'image par p d’un vecteur u = (z,y, 2) € E.

3. Ecrire la matrice M de p dans la base canonique de R3.

Solution :
Dans E =R3, on note F = Vect{(1,1,1)} et G = {(z,y,2) € E, x +y— 2z =0}.
1. On donne deux méthodes.

e Avec un argument de dimension :

D’une part, si w € FNG alors il existe a € R tel que u = (a,a,a) et tel que a +a —a = 0.
On obtient a = 0, puis u = 0. Ainsi, F NG = {0, }.

D’autre part, F' est une droite vectorielle et G un plan vectoriel donc

dim(F) +dim(G) = 1+ 2 = 3 = dim(E).

Par conséquent‘ F et G sont supplémentaires dans E. ‘

e Avec un raisonnement par analyse et synthese :

Analyse : Soit u = (z,y,2) € R3. Supposons connaitre v € F et w € G tels que u = v + w.
On av € F donc il existe a € R tel que v = (a,a,a). Alorsw =u—v = (x —a,y —a,z —a) € G
s’écrit :

(x—a)+(y—a)—(z—a)=0.

10



Par conséquent, a =x+y — z et

v = (z+y—=2).(1,1,1)
w = (—y+z,—r+z2—1—y+22)

Ainsi, si v et w ezistent, ils sont uniquement déterminés par ces €galités.

Synthese : On vérifie que v et w conviennent

D’une part, v+ w = (x,y, z) = u.

D’autre part, v = (r+y — 2).(1,1,1) € F =Vect{(1,1,1)}.

Et enfin, (—y+2)+ (—z+2) — (—z —y +22) =0 donc w € G.

Conclusion : On a démontré que pour tout u € R3, il existe un unique v € F et un unique w € G
tels que uw = v + w. C’est la définition de‘ R3=F®G. ‘

Remarque : Cette méthode est plus longue, mais le temps perdu ici sera récupéré dans la question
suivante !

. On note p la projection sur G dans la direction de F.
En utilisant la premiére méthode : On sait que R? = F & G donc pour tout u € R3, il existe un
unique u € I et un unique w € G tels que uw = v+ w. Par définition de p, on a w = p(u). Déterminons
donc w.
On av € F donc il existe a € R tel que v = (a,a,a). Alorsw =z —v = (x —a,y —a,z—a) € G
s’écrit :

(r—a)+(y—a)—(z—a)=0.

Par conséquent, a =x+y — z et

v = (z+y—2).(1,1,1)

On a donc| plu) =w=(—y+z,—r+z,—x—y+22).

En utilisant la seconde méthode : Le raisonnement par analyse et synthése nous donne directement
plu)=w=(—y+z,—x+2z—x—y+22).

T —y+z
. La matrice M de p dans la base canonique de R® est déterminée par M | y | = —r+z
z —x —y+2z
0 —1 1
On trouve| M = -1 0 1
-1 -1 2

11



Partie II : Analyse

Vade Mecum

e Theme 4 : Généralités sur les fonctions numériques
e Theme 5 : Fonctions usuelles

e Théme 6 : Développements limités et applications
e Théme 8 : Suites numériques remarquables

e Theme 9 : Séries numériques

A revoir et savoir faire
e Séries géométriques.
e Formule du binome de Newton, Factorisation de a” — b™.
e Limites de référence, croissances comparées, développement limités usuels a connaitre sans hésitation.
e Fonctions usuelles : fonctions puissances, exponentielle, logarithme, sinus, cosinus, tangente, cosinus hyper-
bolique, sinus hyperbolique, Arcsinus, Arccosinus, Arctangente.

& Connaitre leurs ensembles de définition, leurs graphes.
& Connaitre leurs ensembles de dérivabilité et leurs dérivées.
& Connaitre les formules de trigonométrie usuelles.

& Connaitre et savoir manipuler les propriétés algébriques de exp et de In.

e Formules de dérivation usuelles.
e Recherche des suites (uy,)nen vérifiant

& VneN, up =au,+b
& YneN, aupio+buy +cu, =0

e Théoreme des valeurs intermédiaires, théoreme de Rolle, égalité et inégalité des accroissements finis,
inégalité de Taylor-Lagrange, formule de Taylor avec reste intégrale et formule de Taylor-Young.

I1.1 - Développements limités

Vade Mecum

Theme 6 : Développements limités et application

On peut ajouter, multiplier des développements limités en prenant soin de s’assurer de I'ordre jusqu’auquel on
peut aller. On peut aussi composer des développements limités : attention, si on utilise un développement de
f en 0 pour trouver celui de f o g, il faut que g(x) tende vers 0 quand x tend vers 0.

Lorsque ce n’est pas le cas, on utilisera les propriétés algébriques des fonctions usuelles pour s’y ramener.
e exp(a + u(z)) = exp(a) exp(u(x)) avec limu(z) = 0.
1 1 1
Si 0, ——=—-—X ——— li =0.
o Sia# 2t () axl—l—u(x)/a avec lim u(x)
e Sia#0,In(a+u(x)) =In (a (1 + M)) =In(a) +In (1 + @) avec limu(x) = 0.

a a
e Pour cos(a + u(z)),sin(a + u(x)),sh(a + u(x)), ch(a + u(z)) avec limu(x) = 0, on utilisera les formules
de trigonométries usuelles.

12



Exercice rédigé 13

Déterminer les développements limités suivants.

fi(z) = esnB2) alordre 4 en0 folx) =v/1++/1—2x Alordre2 en0

_ sin(cos(z))

f3(x) = T+ ch(z) alordre 3 en0 fa(x) =2 alordre 3 en 1
ch(z

Solution :
o fi(z) = ™32 G lordre 4 en 0.
On peut composer le DL de l’exponentielle en 0 par celui de sin(3x) car sin(3x) tend vers 0. On obtient.

sin?(3z) N sin®(3x) N sin®(3z)

_ sin(3z) ; i 4
fi(z) e 1 + sin(3x) + o 30 T rf_))o(sm (3x))
=o(a?)
_ (32)° n) .l (32)° Y
= 1+(3x— 5 +x9>0(x> +t o 3r — 5 +$go(x)

+% <3x - <3g)3 +xgo(x4))3 +% (3:[: — (3?3 +$go(az4))4 + o (zh

(Bz)° 42 (3:c — (3:(;)3>2 + Bz)” | Bz)* + o (a%)

1430 E
TS T Ty 6 +

3! 4] z—0

) ; sin(3x 9 2 81 4 4
Apres calculs, on obtient | fi(x) = emB?) =1 4 3z + 3% — ¥ + o (z).

o fo(x) =+/1++1—2z al’ordre 2 en 0.
On ne peut pas composer le DL de \/1 + u en 0 par celui de \/1 — 2x car /1 — 2x ne tend pas vers 0. On
a:

o) = VTV = i (1§ A5 ants o (o)
z? 5 :
= /2—x— 5 + o (2®)  (on factorise par 2)

Apres calculs, on obtient| fo(z) =V1+V1-20=v2— —x — ——

13



sin(cos(x))
° = 7

fs() 1+ ch(x)
On ne peut pas composer le DL de sin en 0 par celui de cos(x) car cos(z) ne tend pas vers 0. On utilise
les propriétés algébriques de sin, en particulier 'expression de sin(a + b).

a lordre 3 en 0.

D’une part,

sin(cos(z)) = sin (1—x—2+ 0 (ff’))

2 x—0

2 2

— sin(1) cos <% + o (x3)) — cos(1) sin <% + o (%3)>

= sin(1)(1+ o (2°)) — cos(1) (%2+ 2 (xg))

xz—0

- sin(l)—cos(l):%qL o (2%

z—0

D’autre part, on ne peut pas composer le DL de par celui de ch car ch(x) ne tend pas vers 0.

1 1
1T ch(a) = o ) (on factorise par 2)
1+1+—=+ o (2°)
2 z—0
1 1 1 7 5 1 a? 5
N 3 —5(1—1230(”) =575 .% )
En multipliant ces deuz développement limités, on trouve :
_ sin(cos(z))  sin(1) 2cos(1) +sin(1)\ 3
falz) = 1+ch(z) 2 8 Tt % (+%)

o fi(x)=a" al'ordre 3 en 1. On pose u=x — 1 c’est-a-dire x = u + 1.

f4(u+1) — (u_|_1)(u+1) — e(u+1)ln(1+u)

u? ol 5
= exp((1+u) <u—?+§+ugo(u )))
u? ol 5

= exp(u—l—?—g%—ugo(u ))

2 3 1 1
S O S Ae TR Ry

1
On a donc fy(u+1)=1+u+u®+ §u3 + oo(ug). En rempla¢ant u par x — 1, on obtient :
u—

fie) =2 =14 @ =1+ =1+ (e = 1P+ o (@ —1)%).

14



11.2 - Equivalents

Vade Mecum

Theme 6 : Développements limités et application

On peut multiplier, élever a une puissance « fixée, substituer des équivalents.
Attention : on ne peut pas ajouter des équivalents , ni composer un équivalent par une fonction.

On pourra utiliser les développements limités, les croissances comparées ou les équivalents de référence rappelés
dans le Vade Mecum.

On pourra aussi utiliser les croissances comparées et négliger des termes.

Par exemple, puisque 2% In(x) = 2%z In(x) = zgo(ﬁ), on a

270 + 2° In(x) ~ 2%
z—0

Exercice rédigé 14

Déterminer un équivalent simple des expressions suivantes.

— 2 ~ — 2 ~ — 2 ~
zln(z) — 2z e zln(zr) — 2z o~ zln(zr) — 2z ~

tan(sin(2?) — 2?) In(z + n¥(z)) ~ In®(x) + 22 + 2z sin(z) N

1— cos(x) z—0 T——+00 et — g3 z—+00

sin(z In(z))

etan(z) _ COS(Z‘) m—r>\l+0 ln(Ch(‘:E)) x:O 2\/33 +1- \/fU + 2 — \/Em—::-oo
Solution :
e Onaln(z)= o (z) doncxln(z)= o (x?) et par conséquent :
T—400 z—+00

rln(z) — 222 ~ — 222
T—r+00

e On a de maniere évidente, lirrixln(x) —22° = —2. Comme cette limite est non nulle, on en déduit :
T—

rln(r) — 222 ~ -2
z—>

e Onaz= o (In(z)) donc2*= o (zIn(x)) et par conséquent :
z—0 z—0

z—0

rln(z) — 222 ~ zln(z)

o A laide du développement limité de sin a ['ordre 3 en 0, on obtient :

6 6
sin(z?) — 2° = (x2 ~Z 40 (x6)> g~ -

§) r—0 x—0 6
26
Or tan(u) ~ wu donc tan(sin(z?) — 2?) ~ sin(z?) — 2% ~ ——
u—0 x—0 x—0 6



2

x
De plus, 1 — cos(z) ~ g Et par quotient d’équivalents, on trouve :
T

tan(sin(2?) — 2?) /6 ot
1 —cos(x) =0 22/2 3

o Jdée a retenir :

On factorise par le plus terme < gros > dans (x 4+ In®(z)), & savoir x.
On fait ainsi apparaitre In(1 + u(z)) avec u(x) qui tend vers 0.
On peut ensuite utiliser la limite, un équivalent ou un développement limité de In(1 + u) quand u — 0.

Yz >0, In(z+In(z))=In (a: (1 + ln%))) — In(z) + In (1 + ln;(g”)) .

X

Quand x — 07, le second terme qui tend vers 0 est négligeable devant le premier qui tend vers —oo. Ainsi :

In(z +1n*(z)) ~ In(z)

T—+00

e On aln’(z)+ 2zsin(z) = o (z%) donc In®(z) + 2% + 2zsin(z) ~ a2
T—>+00

T—>+00
Et aussi, par croissances comparées, 3 = 0 (€*) donc e* — 3 o~ e
r—r+00 r—r+00
, o In®(z) + 2% + 2z sin(x) _—
Et par quotient d’équivalents, on trouve : ~ I’
er — x3 T—+00

e D’une part, hH(l)SL‘hl(Jf) =0 (limite du cours) et sin(u) ~, U Donc :
T u—

sin(x In(x)) o~ In(x).

D’autre part, en utilisant les développements limités du cours, on trouve :

tan?(x) x?
tan(z) __ — 2 . _ 2
e cos(z) 1+ tan(x) + + xgo(tan (x)) (1 5 T xgo(x )
71730(.%2)
tan?(z) 22 5
= tan(x) + \T+§ +z20($ )l z:(] T
2507 = 0 (@)
i 1
Et par quotient d’équivalents, on obtient : sin(z In(z)) ~ In(x)
etan(®) — cos(x) a—ot

e Onalim(ch(x)—1)=0etn(l+u) ~ u donc :

x—0 u—0

In(ch(z)) = In(1 + (ch(z) — 1)) ~ ch(z) — 1.

x—0

Et a Uaide du développement limité a l'ordre 2 en O de ch, on obtient (deuziéme équivalent a connaitre) :

In(ch(z)) ~ ch(z) =1 ~ =

16



e On factorise par x (le plus gros terme) sous les deux premiéres racines, il apparait ainsi des expressions

de la forme \/1+ u(z) avec u(x) qui tend vers 0. On peut alors utiliser les développements limités du
cours.

WVr+1—Vr+2—r = \/5<2\/1+§_\/1+E_1>

)
%
+
SR
|
%
+
SHENS)
|
—_
Il
)
7N
—_
+
)
s%|"
|
2
S|~
[\

1, (2 1
422 a—too \ 22 ) wotoo 422

En multipliant par \/z, on obtient :

2V +1—+r+2—/x

Y
z—+00 4(1,’\/5

I1.3 - Limites

Vade Mecum

Theme 6 : Développements limités et application

Pour calculer des limites, on utilisera les outils précédents. On peut aussi utiliser le théoreme d’encadrement.

o(5)
zsin| — || < x,
T

Par exemple, pour tout x # 0, on a

1
donc lim z sin (—) = 0.

z—0 x

Attention aux expressions du type a(x)"@ ! Si la variable est dans I’exposant, que ce soit pour trouver un
ensemble de définition, pour dériver ou pour déterminer une limite, on doit repasser a la forme exponentielle.

si a(z) >0 alors a(z)!® = @ n@),

Ainsi, « 0¥ » et <« 1°° > sont des formes indeterminées. On retiendra les exemples simples suivants.

Exercice rédigé 15

Déterminer les limites suivantes.

‘ 1\ " . 1\" ‘ 1 —n? ' 1 In(n)
lim (14— lim (14— lim (14— lim (14—
n—-+o0o n n—-+o0o n n—-+oo n n—-+o0o n

17



1 1 1
Solution : On a In (1 + —) =—+4+ o0 <—) )
n n n—+oo \ N

n n 1 o 1 o
° (1 + l) = e"ln(l"'%) =e ("+’H+°°<") = 61+’H+°°(1) — el
n n—-+00
n? n2( L 1 n o (n
(e 2) ot ) s
n n—-+0o
—n? _p2( 1 o 1 —n
(2 ot )
n n—+o00
In(n) In(n) In(n)
° (1 + l) = eln(n)ln<1+%) =e " +’HO+°°( ») — ¥ =
n n——+o0o

Exercice rédigé 16

Déterminer les limites suivantes.

lim z* lim ™ lim z'/*
z—0F z—0F r—0+
Solution : e % = ewln(a;) — 60 =1 Y :L.ln(l‘) = elnz(m) — +00 PY xl/x — eln(m)/a) — 0.
z—0t r—0+ z—0+

I1.4 - Suites récurrentes d’ordre 2

Vade Mecum

Théme 8 : Suites numériques remarquables

Exercice rédigé 17

Déterminer u,, en fonction de n dans chacun des cas suivants.

1. ug=1u; =1etVn eN, u,9 = 06u, 1 — 8u,.
2. ug=1ug =0et Vn € N, upio = 6upsr1 — uy,.
3. ug=0,u1 =1let Vn € N, upi0 = —2u,1q1 — 4du,.

Solution :
1. ug=1,u; =1 et Vn € N, upi0 = 6uy1 — Suy,.

1l s’agit d’une suite récurrente linéaire d’ordre 2. Son équation caractéristique associée est
r?—6r+8=(r—2)(r—4)=0.

Par conséquent, il existe des constantes A, B réelles telles que VYn € N, wu, = A2" + B.4". Or,

3 1
u=1=A+Betu =1=2A+4B doncA:§ 6tB:_§ et finalement

1
Vn e N, Un = 3 (3.2" —4").

18



2. ug=1,uy =0 et Vn € N, w9 = 6upr1 — u,.

1l s’agit d’une suite récurrente linéaire d’ordre 2. Son équation caractéristique associée est
r?—6r+9=(r—3>*=0.

Par conséquent, il existe des constantes A, B réelles telles que ¥Yn € N, w, = (An + B)3".
Or,ug=1=B etu; =0=3(A+ B) donc A= —1 et finalement

Vn € N, U, = (1 —n)3™.

3. ug=0,u1 =1etVn €N, uyio = —2up1 — 4u,.

1l s’agit d’une suite récurrente linéaire d’ordre 2. Son équation caractéristique associée est
r24+2r+4=0.

Les racines sont —1 £ iv/3 = 2eF27/3. Par conséquent, il existe des constantes A, B réelles telles que

2 2
VneN, wu,=2" (Acos (%) + Bsin (%)) )

2 1
Or, uy = 0 = A e uy = 1 = 2Bsin (%) donc B = et finalement

V3
2" 2nm
vneN, wu,=-—=sin|—|.
V3 (3>

I1.5 - Suites arithmético-géométriques

Vade Mecum

Theéme 8 : Suites numériques remarquables

Exercice rédigé 18

On considere une suite (u,),en définie par son premier terme uy € R et par la relation de récurrence suivante.

3
Vn € N, Un+1:ZUn—1-

1. Déterminer u,, en fonction de n.
2. Etudier la nature de la suite (u,)nen-

Ce type de suite est appelé suite arithmético-géométrique.
Solution :
1. On détermine d’abord les suites constantes £ solution. Si u, = £, on a
3 3
un+1:Z—1un—1 < gzig_l — [(=—-4

Soit maintenant une suite (U, )nen quelconque.

19



3
Pour tout n € N, on pose v,, = u, — { = u, + 4. Puisque ¢ = z_lg —1,0na

3 3 3 3 3
un+1:1un—1 <— un+1—€zé—lun—1—£:1un—1—(16—1>:Z(un—ﬁ)

< Un+1 = 7 Un

On reconnait une suite géométrique.

Ainsi Vn € N, v,, = vy (%) et donc| Vn e N, wu, = (Z) (ug +4) — 4.

3 3\"
2. Enfin, puisque 1 €]l—1,1, on a lim (4_1) =0 et donc| lim wu, == —4.

n—-+o0o n—-+o0o

I1.6 - Séries géométriques

Vade Mecum

Theme 9, Paragraphe 9.1 : Séries géométriques

Exercice rédigé 19

Apres avoir justifié leur existence, expliciter les sommes suivantes.

n+1
1. Si(n) = Zak avec a € R.

k=3

+o0 _9 k—1
2 5= (F)
k=5

+oo 1 k
3. Sy(n) = kz (1) |

n 1)+ F00 g\ Al
4. Sy(n)=> k (§> et S;=> k <§> :

k=1 k=1

Solution :
n+1
1. Si(n) = Z a” existe bien car il s’agit d’une somme finie de termes.
k=3
-
n+1 n—2 _
1 —am 1
Si(n) = Zak =d*(l4+a+-+a"?) = agzak = a3ﬁ
k=3 k=0
. w1
Sin) =Y 1=(1+14--+1)=n—1.
k=3 n+175rtermes

20



-2
2. 1l s’agit de la somme d’une série géométrique convergente puisque sa raison q = =3 vérifie |q| < 1.

4
On calcule cette somme en factorisant par le premier terme (7) .

o266
- E) ) - (5) -

3. Il s’agit de la somme (ou plus précisément d’un reste partiel) d’une série géométrique convergente

puisque sa raison q = 1 vérifie |q| < 1.

. . 1\"
On calcule cette somme en factorisant par le premier terme | = | .

w000
_ <i>n(1+-(i)+ﬂ..> _ (i)nl_}ﬁ) _ 3;h1

4. On dérive f(x Zxk (fonction polynomiale) sur | — 1, 1], puis on évalue en x = —

k=0
Pour tout x €] — 1,1], on a x # 1 et donc :

1 _ xn—&-l
x
Z T
Par opérations sur les fonctions dérivables, f est dérivable sur | —1,1[ et on a :

—(n+ 1)z 1— 2"
+ .
-z (1—x)?

Ve el - 1,1, f Z kaht =

k=0 ou 1

1 - 1\" 1\ "
Et donc, en x = 57 on obtient : Z k ( ) =—-2(n+1) (§> +4 (1 — (5) > )

Enfin, lorsque n tend vers +oo, par crozssances comparées, on trouve :
+00 1 k-1
= k= = lim Sy(n)=4.
kz—; <2> n——+00 4( )

Exercice rédigé 20

1+ ¢

1. Déterminer I’ensemble D des t € R tels que Z ( > converge.

2. Démontrer que pour tout ¢t € D, on a :

§:<1+F) _2§:§n

n=0

21



Solution :

1+1¢2
1. Pourt € R, il s’agit d’une série géométrique de raison q = —; > 0.
Ainsi, on a les équivalences suivantes.
14+t2\" 14t
Z converge <= <1
2 2
= 1+t*<2 = <1

1+22\"
Z( i ) converge <= te€ D =] —1,1].

2
2. Pour toutt € D =] — 1,1[, on a les égalités suivantes.
*i (1 +t2>" B 1 B 2
- — =
L\7) T iEy T aes
2 Ry
— _ 2n 2
=1 g - 2;15 car |t°] < 1

11.7 - Etudes de fonctions

Vade Mecum

Theme 4 : Généralités sur les fonctions numériques
Theme 5 : Fonctions usuelles

Le résultat de 'exercice suivant n’est pas explicitement au programme, mais il convient de le connaitre. Il sera
tres utile dans le exercices.

Exercice rédigé 21

1
Calculer Arctan(x) + Arctan (—) pour z € R*.
G

1
Solution : Pour x € R*, on pose f(x) = Arctan(z) + Arctan (—) La fonction f est dérivable et
x
1 1 1
VzreR*, fllz) = —s - . —F——==0.
Donc f est constante sur chacun des intervalles | — oo, 0] et |0, +oo[. Or f(1) = % + % = — et donc
1 s
Ve >0, Arctan(z)+ Arctan | — ) = 5
x
1
On obtient de méme f sur| —o00,0], et| Yo < 0, Arctan(z) + Arctan (—) = —g.
x

22



Exercice rédigé 22

2
On considere la fonction g définie par g(x) :Arctan(l ’ 2) :
-z

1. Etudier la fonction g : ensemble de définition, parité, dérivée, variations, courbe.
2. En utilisant la dérivée, exprimer g(x) a I’aide des fonctions usuelles.

u
3. Retrouver ce résultat en posant (en justifiant!) z = tan (5) dans g(z).

Solution :

1. On étudie la fonction g. L’application x — 1 est définie sur R~ {1, —1} et elle est impaire. Par

iy . . az .
composition avec Arctan qui est définie sur R et impaire, on obtient que :

La fonction g est définie sur R ~ {1, —1} et elle est impaire.

On a zlg{{ g(x) = g et a:lgﬁ g(x) = —g. Et aussi Igrfoog(x) = 0.

Par opérations sur les fonctions dérivables, g est dérivable sur son ensemble de définition et on a :

/(o) 2¢ 1\’ 1 2(1 — 22) + 22(27) L - 7?)?
X - =
g 1 —a? 1+(1Ex2)2 (1 —a2)? (1 —22)2 + 224
2(1 4 2%) 2(1+4 %) 2 !
2 A 2 )
14202 +20 (14222 (1442 (2Avctan) (@)
Et donc, sur chaque intervalle Iy =] — oo, —1[, Iy =] — 1, 1] et I3 =|1,+0o0[, g est croissante.

Attention : La fonction g n’est pas croissante sur R~ {1,—1}/

|

/
2. Et on a pour k € {1,2,3}, pour tout x € Iy, ¢'(z) = <2Arctan) (x) et donc

dep € R, Vo € I,  g(x) = 2Arctan(z) + cg.

Pour trouver ci, on utilise la limite en —oo, pour trouver cg, on €évalue en 0 et pour trouver cs, on
utilise la limite en +o00.

On obtient :
o Vx €] — o0, —1], g(x) = 2Arctan(z) + 7
o Vr el —1,1], g(x) = 2Arctan(z)
o VY €]1, +o0], g(x) = 2Arctan(z) — 7
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U
3. Soit v € R~ {1, —1}. Puisque tangente est surjective sur R, on peut trouver u € R tel que 5 n’est pas

congru a g modulo T et tel que r = tan <g) . On a alors

2¢c  2tan (%) 2cos (%) sin (%) sin(u)
1—22  1—tan? (%) cos? (%) —sin® (%)  cos(u) tan(u)
: . T
e Six €| —1,1], on peut choisir u € ]—5, 5[ et on a :

g(x) = Arctan(tan(u)) = u = 2Arctan(zx).
e Six €|l,+o0[, on peut choisir u € } g,w[ et on a :
g(x) = Arctan(tan(u)) = Arctan(tan(u — 7)) = u — m = 2Arctan(z) — 7.
e Six €] —o0,—1], on peut choisir u € } —T, —g[ et on a:

g(x) = Arctan(tan(u)) = Arctan(tan(u + 7)) = u + 7 = 2Arctan(z) + 7.
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