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L’étudiant sera interrogé sur :
• un énoncé de cours ou un point du Vade Mecum.
• un (E) ou un (D) (pas les deux)
• un ou plusieurs exercices du cru du colleur.

Vade Mecum 2023-2024 : Tout.

Fonctions vectorielles :

On s’intéresse ici aux fonctions f : I ⊂ R −→ Rn. On pourra éventuellement adapter les énoncés aux fonctions
à valeurs dans un R-espace vectoriel de dimension finie.

1. Limite, continuité, caractérisation à l’aide des fonctions coordonnées.

2. Dérivabilité d’une fonction à valeurs dans R, dans C, dans Rn. Caractérisations à l’aide des fonctions
coordonnées. Dérivable en a =⇒ continue en a.

3. Opérations sur les dérivées : linéarité, dérivée de L◦f avec L ∈ L(Rn,Rp), dérivée de f ◦φ avec φ fonction
à valeurs réelles, dérivée de B(f, g) avec B bilinéaire (application au produit scalaire, au déterminant, au
produit d’une fonction scalaire et d’une fonction vectorielle)

4. Fonctions de classe Ck. Lien avec les fonctions coordonnées. Formule(s) de Leibniz.

Fonctions de plusieurs variables :

1. Ensemble de définition, applications partielles, continuité.

2. Dérivée selon la direction d’un vecteur non nul, dérivées partielles, fonctions de classe C1, opérations.

3. Développement limité à l’ordre 1, application différentielle en un point, une fonction de classe C1 est
continue.

4. Règle de la châıne pour dériver t 7−→ f(x1(t), . . . , xp(t)) ((D3).

Application au calcul des dérivées partielles de (u, v) 7−→ f(x(u, v), y(u, v)). Application au changement
de variable affine et au passage en coordonnées polaires. Exemple d’équations aux dérivées partielles
d’ordre 1.

5. Les fonctions de différentielle nulle sur un ouvert convexe sont les fonctions constantes.

6. Gradient : définition, écriture à l’aide des dérivées partielles.

7. Applications géométriques (tout est admis) :

• Courbe du plan défini par une équation F (x, y) = 0 (F est C1), point régulier, tangente en un point
régulier (lien avec le gradient).

• Surface de l’espace défini par une équation F (x, y, z) = 0 (F est C1), point régulier, plan tangent en
un point régulier (lien avec le gradient). Courbes tracées sur une surface, lignes de niveau, courbes
coordonées.

8. Dérivées d’ordre supérieurs, fonction de classe Ck, théorème de Schwarz, matrice Hessienne, formule de
Taylor-Young à l’ordre 2.

9. Extrema : condition suffisante (théorème des bornes atteintes), condition nécessaire (point critique).
Étude du signe de f(a+ h)− f(a) soit explicitement, soit au voisinage de a avec la matrice hessienne et
le développement limité à l’ordre 2. Recherche d’extrema sur des parties fermées et bornées.



Exercices à connâıtre :

Niveau 1 :

(E1) : On considère la fonction h :

{
(x, y) 7−→ xy

x2 + y2
si (x, y) ̸= (0, 0)

(0, 0) 7−→ 0
Montrer que les applications partielles de h en (0, 0) sont continues en 0 mais que h n’est pas continue en
(0, 0).

(E1) : Etudier l’existence de dérivées partielles en (x, y) ∈ R2 de la fonction

g :

 (x, y) 7−→ xy√
x2 + y2

si (x, y) ̸= (0, 0)

(0, 0) 7−→ 0

(E1) : On considère l’application f : x ∈ Rp 7−→ ∥x∥2.

1. Justifier que f est de classe C1 sur U = Rp ∖ {0}.
2. Pour tout a = (a1, . . . , ap) ∈ U , déterminer df(a) et écrire en justifiant le développement limité à

l’ordre 1 de f en a.

(E1) : Soit V1 = R∗
+ × R. Déterminer un ouvert U1 de R2 pour lequel l’application φ1 définie par :

φ1 :

{
U1 −→ V1

(r, θ) 7−→ (r cos(θ), r sin(θ))

est bijective. Exprimer φ−1
1 .

(E1) : On considère la courbe C : 2x2 − 4xy + y2 + 2x = 1. Démontrer que cette courbe est régulière et
déterminer l’équation de sa tangente en un point M0(x0, y0) ∈ C.

(E1) : Montrer que la surface S : x2 + 4y2 + 4z2 = 9 est régulière et déterminer l’équation de son plan
tangent en M0(1, 1, 1).

(E1) : Déterminer les extrema locaux et globaux sur [0, π] × [0, π] de la fonction f définie par f(x, y) =
sin(x) + sin(y) + sin(x+ y)

Niveau 2 :

(E2) : Soit f : R2 −→ R de classe C1. Pour tout (r, θ) ∈ R2, on pose F (r, θ) = f(r cos(θ), r sin(θ)).
Exprimer les dérivées partielles de F en fonctions de celles de f.

En déduire la résolution sur V1 = R∗
+ × R de l’équation aux dérivées partielles (E) : y

∂f

∂x
− x

∂f

∂y
= 0.

(E2) : On munit Mp,1(R) du produit scalaire usuel et on considère l’application f : x ∈ Mp,1(R) 7−→ ∥x∥2.

1. Justifier que f est de classe C2 sur U = Mp,1(R)∖ {0}.
2. Pour tout a ∈ U , déterminer Hf (a).

(E2) : Déterminer les extrema locaux de la fonction f définie sur R2 par f(x, y) = x3 + y3 − 9xy + 27.
f admet-elle des extrema globaux ?

Niveau 3 :

(E3) : Soit V2 = R2 ∖ {(x, 0), x ≤ 0}. Déterminer un ouvert U2 de R2 pour lequel l’application φ2 définie
par :

φ2 :

{
U2 −→ V2

(r, θ) 7−→ (r cos(θ), r sin(θ))

est bijective et exprimer φ−1
2 .

(E3) : Soit f : U ⊂ Rp −→ R une fonction de classe C2 sur un ouvert U , a ∈ U et v ∈ Rp une direction non
nulle. Montrer que la fonction φv : t 7−→ f(a+ tv) est deux fois dérivable en 0 et que :

φ′
v(0) = df(a).v et φ′′

v(0) = vTHf (a)v.




