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Semaine 18
du 12 au 16 février

L’étudiant sera interrogé sur :
• un énoncé de cours ou un point du Vade Mecum.
• un (E) ou un (D) (pas les deux)
• un ou plusieurs exercices du cru du colleur.

Vade Mecum 2023-2024 : Thèmes 1, 2, 3, 6, 7, 8, 9, 11, 12, 13, 14 et 15.

Espaces préhilbertiens réels : révisions

Réduction : révisions

Endomorphismes remarquables d’un espace euclidien :

1. Isométrie vectorielle (ou automorphisme orthogonal) : définition (endomorphisme qui conserve la norme),
caractérisations, groupe orthogonal O(E). Si F est stable par f ∈ O(E) alors F⊥ l’est aussi (D3).

2. Matrice orthogonale : définition (MTM = In), caractérisations.
Interprétations : Soit B une base orthonormée de E. On a les propositions suivantes.

• Pour toute base B′ de E : B′ base orthonormée de E ⇐⇒ P = PB,B′ ∈ On(R).
• Pour tout u ∈ L(E) : u ∈ O(E) ⇐⇒ MB(u) ∈ On(R).

3. Déterminant d’un automorphisme (d’une matrice) orthogonal(e), isométries vectorielles directes.

4. Endomorphismes autoadjoint : définition, exemples, matrice dans une base orthonormée.

Les valeurs propres d’un endomorphisme autoadjoint (resp. d’une matrice symétrique réelle) sont réelles
(D2).

Théorèmes spectral : les sous-espaces propres d’un endomorphisme symétrique sont supplémentaires or-
thogonaux, diagonalisation en b.o.n., version matricielle.

5. Endomorphismes autoadjoint positifs (resp définis positifs) : définition par le produit scalaire.

6. Orientation d’un espace euclidien. Dans un espace euclidien orienté de dimension 2, orientation d’une
droite vectorielle par un vecteur normal. Dans un espace euclidien orienté de dimension 3, orientation
d’un plan vectoriel par un vecteur normal. Déterminant en base orthonormée directe (interprétation en
terme de surface ou de volume en dimension 2 et 3 respectivement).

7. Produit vectoriel dans un espace euclidien orienté de dimension 3. Définition à l’aide d’une forme linéaire.
Propriétés (la plupart ont été admises). Expression en base orthonormée directe. Application à la recherche
des sous-espaces propres d’une matrice de S3(R).

8. Isométries vectorielles d’un plan euclidien. Description complète de SO2(R) (D1) et de O2(R).

9. Isométries vectorielles directes d’un espace euclidien de dimension 3. Recherche de l’axe (orienté) et de
l’angle de la rotation quand E est orienté. Deux méthodes sont données.



Exercices à connâıtre :

Niveau 1 :

(E1) : Savoir trouver rapidement un projeté orthogonal sur un plan de R3, ou encore la matrice d’une
projection orthogonale de R3.

(E1) : Les symétries orthogonales sont des isométries vectorielles.
(E1) : Les symétries orthogonales sont des endomorphismes autoadjoint.
(E1) : Si u ∈ S(E) et si λ, µ sont des valeurs propres distinctes de u alors Eλ(u) ⊥ Eµ(u).
(E1) : Si u est un endomorphisme autoadjoint. Montrer que u est positif si et seulement si ses valeurs propres

sont positives.
On pourra aussi demander la version matricielle.

(E1) : Savoir diagonaliser une matrice symétrique réelle 3× 3 en base orthonormée.
(E1) : Savoir donner les éléments caractéristiques (axe orienté, angle) d’une rotation de R3 donnée par sa

matrice dans la base canonique (b.o.n.d).

Niveau 2 :

(E2) : Soit E un espace euclidien et B une base orthonormée de E. On oriente E par la base B.
Montrer que pour toute autre base orthonormée directe B′, on a detB = detB′ .

(E2) : Soit p ∈ L(E). Démontrer l’équivalence suivante.

p est un projecteur orthogonal ⇐⇒


p ◦ p = p
et
p est un endomorphisme autoadjoint

(E2) : Soit u ∈ L(E) un endomorphisme autoadjoint et F un sous-espace vectoriel de E. Montrer que si F
est stable par u alors F⊥ l’est aussi.

(E2) : Soit u ∈ L(E) un endomorphisme autoadjoint d’un espace euclidien E On note λ1, . . . , λn les valeurs
propres de u répétées avec multiplicités et rangées dans l’ordre croissant. Démontrer que :

∀x ∈ E, λ1‖x‖ ≤ 〈u(x), x〉 ≤ λn‖x‖.

(E2) : Si u est un endomorphisme autoadjoint. Montrer que u est défini positif si et seulement si ses valeurs
propres sont strictement positives.
On pourra aussi demander la version matricielle.

Niveau 3 :

(E3) : Soit P ∈ On(R). Montrer que si λ ∈ C est valeur propre de P alors |λ| = 1.

Semaine 19 : Révisions d’algèbre linéaire et bilinéaire + Espaces vectoriels normés (début).


