PSI 2023-2024
Lycée Chatelet

Programme de Colles

Semaine 14
du 15 au 19 janvier

L’étudiant sera interrogé sur :

e un énoncé de cours ou un point du Vade Mecum.
e un (E) ou un (D) (pas les deux)

e un ou plusieurs exercices du cru du colleur.

Vade Mecum 2023-2024 : Themes 1, 2, 3,6, 7, 8,9, 11, 12, 13, 14 et 15.

Probabilités : révisions

Variables aléatoires :

1. Définition, événements associés (X € F), propriétés, systeme complet d’événements associé a X.

2. Loi d’une variable aléatoire Py, caractérisation, notation X ~ Y lorsque Py = Py, fonction de variable
aléatoire, X ~Y = f(X) ~ f(Y), loi conditionnelle de X sachant un événement A.

3. Exemples a connaitre :

(a)
(b)
()
(d)
(e)

loi uniforme (notation X ~ U(E)).
loi de Bernoulli (notation X ~ B(p)).
loi binomiale (notation X ~ B(n,p)).
loi géométrique (notation X ~ G(p)).
loi de Poisson (notation X ~ P(\)).

4. Couples, vecteurs de variables aléatoires :

(a)
(b)

Définition, loi conjointe, lois marginales, généralisation a n variables aléatoires.
Lois conditionnelles de X sachant (Y = y) et de Y sachant (X = z).

Indépendance de 2 variables aléatoires (définition et caractérisation), notation X 1L Y, indépendance
de n variables aléatoires (ou d’une suite de variables aléatoires), suite indépendante et identiquement
distribuée (i.d.d.) de variables aléatoires.

Fonctions de variables aléatoires indépendantes : si X 1L Y alors f(X) 1L g(Y), si X,..., X, sont
indépendantes, alors fi1(X1),..., f,(X,) le sont aussi, lemme des coalitions.

Somme de deux variables aléatoires indépendantes (sur des exemples), somme de lois binomiales,
somme de lois de Poisson.

5. Espérance :

(a)

Espérance d’'une variable aléatoire discrete a valeurs positives : les calculs sont autorisés dans [0, +0o0]
et dans ce cas, on dit que X est d’espérance finie si E(X) < +o00, ou encore si {zP(X = z), v € X(Q)}
est sommable.

Espérance des lois usuelles (toutes en (D1)) : X ~ B(n,p), X ~ G(p) et X ~ P(N).
+o0o

Si X () € Nalors E(X) =Y P(X >n) € [0, +00]
n=1

Espérance d'une variable aléatoire discrete réelle ou complexe, variable aléatoire centrée.

) Théoreme du transfert.



(f) Propriétés : linéarité, positivité, croissance, espérance du produit de deux variables aléatoires indépen-
dantes.

(g) Définie positivité :
(X >0et E(X) = 0) — P(X =0)=1 (I"événement (X = 0) est presque stur).
6. Variance :
(a) Variable admettant un moment d’ordre p € N. Si X? est d’espérance finie, alors X aussi.
(b) Inégalité de Cauchy-Schwarz (D3) : X? et Y2 sont d’espérance finie, alors XY aussi et
E}(XY) < E(X?)E(Y?).
Cas d’égalité.
(¢) Variance, formule d’Huyghens-Konig, interprétation, loi réduite, propriétés.
(d) Variance des lois usuelles (toutes en (D1)) : X ~ B(n,p), X ~ G(p) et X ~P(A).
(e) Covariance (définition, propriétés).
(f)

f

Variance d’une somme finie de variables aléatoires discretes.

Exercices a connaitre :

|Niveau 1 : |

(E1) : On convient que, si p ¢ [0,n], alors <n) = 0.
p

p
) n+m n m
Montrer alors que pour tous entiers naturels p,n, m, on a : ( ) = E ( ) ( )
p —~\k/\p—Fk

(E1) : Soit X une variable aléatoire sur (£2, A, P) suivant la loi géométrique de parametre p €0, 1[. Démontrer
que pour tout n € N, on a :
P(X >n)=(1—-p)"
(E1) : Soient X; < P(A1) et Xy < P(\2) deux variables indépendantes. Déterminer la loi de X; + Xo.
(E1) : Déterminer l'espérance de X ~ U([1,n]).

\Niveau 2: \

(E2) : Soit X une variable aléatoire discrete telle que X (Q) C N* et telle que :
V(k,n) € (N*)Q, P(X>k)(X >k+n)=PX >n)

Montrer que X suit une loi géométrique dont on précisera le parametre.
(E2) : Pour n € N, on se donne X,, ~ B(n, p,) avec ngrfoo np, = A > 0. Démontrer que :

)\k
VkeN, lim P(X,=k) ="

n—-+oo /{:! €
(E2) : Soient X; < B(ny,p) et Xy < B(na, p) deux variables indépendantes. Déterminer la loi de X + Xs.
On pourra admettre la formule de Van der Monde.
(E2) : Soit X une variable aléatoire discrete réelle (ou complexe) sur (€2, .4, P). Montrer que si X admet un
moment d’ordre r > 2, alors elle admet un moment d’ordre s pour tout s € {1,...,r}.

|Niveau 3 : |

(E3) : Soit X une variable aléatoire sur (2,.4,P) a valeurs dans N. On suppose que X est d’espérance finie.
Démontrer que Nlirf (N +1)P(X > N +1) =0, et retrouver la deuxieme expression de E(X).
—+4o00

Semaine 15 : Variables aléatoires (tout)



