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Programme de Colles

Semaine 13
du 8 au 12 janvier

L’étudiant sera interrogé sur :
• un énoncé de cours ou un point du Vade Mecum.
• un (E) ou un (D) (pas les deux)
• un ou plusieurs exercices du cru du colleur.

Vade Mecum 2023-2024 : Thèmes 1, 2, 3, 6, 7, 8, 9, 11, 12, 13, 14 et 15.

Préambule :

1. Ensembles finis, propriétés sur les cardinaux.

2. Ensembles dénombrables : définitions, exemples. Un sous-ensemble d’un ensemble dénombrable est fini
ou dénombrable. Produit d’ensembles dénombrables.

3. Somme d’une famille au plus dénombrable d’éléments de [0,+∞] :

(a) Définition (borne supérieure des sommes de sous-familles finies), propriétés, sommation par paquet.

(b) Sommabilité : en pratique, lorsque les termes sont positifs, tous les calculs (sommation par paquets,
linéarité, majoration...) sont autorisés, la sommabilité étant garantie par la seule condition que les
sommes soient finies.

4. Sommabilité d’une famille au plus dénombrable de réels ou complexes : définition, propriétés, invariance
de la somme par permutation, sommation par paquets, théorème de Fubini, sommation triangulaire (par
diagonale).

5. Rappels sur les dénombrements (listes avec ou sans répétitions, combinaisons avec ou sans répétition).

6. Rappels sur les coefficients binomiaux.

Probabilités :

1. Vocabulaire probabiliste : univers, résultat, événement, événement élémentaire, événements incompatibles.

2. Tribu sur un univers Ω : définition, stabilité par unions finies, par intersections finies ou dénombrables,
lois de Morgan.

3. Probabilité sur un univers fini : définition, propriétés, événements équiprobable, probabilité uniforme,
distribution de probabilité.

4. Cas général : espace probabilisé, distribution de probabilité, théorème de continuité croissante (D3), de
continuité décroissante, sous-additivité finie, sous-additivité, événement négligeable, événement presque
sûr.

5. Système complet d’événements, système quasi-complet d’événements.

6. Probabilité conditionnelle : définition, formule des probabilités composées (avec 2 événements, et avec n
événements), formule des probabilités totales (cas fini et cas dénombrable), formule de Bayes.

7. Evénements indépendants : définitions, (indépendants =⇒ deux-à-deux indépendants). Si A et B sont
des événement indépendants, alors Ā et B le sont aussi (D1), généralisation à n événements.



Variables aléatoires :

1. Définition, événements associés (X ∈ F ), propriétés, système complet d’événements associé à X.

2. Loi d’une variable aléatoire PX , caractérisation, notation X ∼ Y lorsque PX = PY , fonction de variable
aléatoire, X ∼ Y =⇒ f(X) ∼ f(Y ), loi conditionnelle de X sachant un événement A.

3. Exemples à connâıtre :

(a) loi uniforme (notation X ∼ U(E)).

(b) loi de Bernoulli (notation X ∼ B(p)).

(c) loi binomiale (notation X ∼ B(n, p)).

(d) loi géométrique (notation X ∼ G(p)).

(e) loi de Poisson (notation X ∼ P(λ)).

4. Couples, vecteurs de variables aléatoires :

(a) Définition, loi conjointe, lois marginales, généralisation à n variables aléatoires.

(b) Lois conditionnelles de X sachant (Y = y) et de Y sachant (X = x).

(c) Indépendance de 2 variables aléatoires (définition et caractérisation), notation X ⊥⊥ Y , indépendance
de n variables aléatoires (ou d’une suite de variables aléatoires), suite indépendante et identiquement
distribuée (i.d.d.) de variables aléatoires.

(d) Fonctions de variables aléatoires indépendantes : si X ⊥⊥ Y alors f(X) ⊥⊥ g(Y ), si X1, . . . , Xn sont
indépendantes, alors f1(X1), . . . , fn(Xn) le sont aussi, lemme des coalitions.

(e) Somme de deux variables aléatoires indépendantes (sur des exemples), somme de lois binomiales,
somme de lois de Poisson.

Exercices à connâıtre :

Niveau 1 :

(E1) : On convient que, si p /∈ [[0, n]], alors

(
n

p

)
= 0.

Montrer alors que pour tous entiers naturels p, n,m, on a :

(
n+m

p

)
=
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k=0

(
n

k

)(
m

p− k

)
.

(E1) : SoitX une variable aléatoire sur (Ω,A,P) suivant la loi géométrique de paramètre p ∈]0, 1[.Démontrer
que pour tout n ∈ N, on a :

P(X > n) = (1− p)n.

(E1) : Soient X1 ↪→ P(λ1) et X2 ↪→ P(λ2) deux variables indépendantes. Déterminer la loi de X1 +X2.

Niveau 2 :

(E2) : Calculer le nombre de combinaisons avec répétitions de p éléments parmi [[1, n]].

(E2) : Soit (Ω,A, P ) un espace probabilisé et (An)n∈N une suite d’événements de A.

Démontrer que lim
n→+∞

P

(
n⋃
k=0
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)
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(
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)
.

(E2) : Démontrer que la réunion dénombrable d’événements presque incertains (i.e. de probabilité nulle) est
un événement presque incertain, puis que l’intersection dénombrable d’événements presque certains (i.e.
de probabilité égale à 1) est un événement presque certain.

(E2) : Soit (Ω,A, P ) un espace probabilisé et (An)n∈N une famille d’événements (mutuellement) indépendants.

Démontrer que P

(
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)
=
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P (An) avec, par définition,
+∞∏
n=0

P (An) = lim
n→+∞

n∏
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P (Ak).



(E2) : Soit X une variable aléatoire discrète telle que X(Ω) ⊂ N∗ et telle que :

∀(k, n) ∈ (N∗)2, P(X>k)(X > k + n) = P(X > n)

Montrer que X suit une loi géométrique dont on précisera le paramètre.
(E2) : Pour n ∈ N, on se donne Xn ∼ B(n, pn) avec lim

n→+∞
npn = λ > 0. Démontrer que :

∀k ∈ N, lim
n→+∞

P(Xn = k) =
λk

k!
e−λ.

(E2) : Soient X1 ↪→ B(n1, p) et X2 ↪→ B(n2, p) deux variables indépendantes. Déterminer la loi de X1 +X2.
On pourra admettre la formule de Van der Monde.

Niveau 3 :

(E3) : On admet l’unicité de l’écriture décimale propre. Démontrer que ]0, 1] n’est pas dénombrable.

Semaine 14 : Probabilités + Variables aléatoires.


