PSI 2023-2024
Lycée Chatelet

Programme de Colles

Semaine 12
du 18 au 22 décembre

L’étudiant sera interrogé sur :

e un énoncé de cours ou un point du Vade Mecum.
e un (E) ou un (D) (pas les deux)

e un ou plusieurs exercices du cru du colleur.

Vade Mecum 2023-2024 : Themes 2, 3, 6, 7, 8, 9, 11, 12, 13 et 14.

Séries entieres, généralités :
1. Définition, ensemble de définition, séries géométriques.

2. Rayon de convergence : lemme d’Abel (D2), définition (théoreme) du rayon. Disque (ouvert) de conver-
gence, cercle d’incertitude.

3. Regles pour déterminer le rayon de convergence.
- utilisation du lemme d’Abel et de la définition de R.
- regle de d’Alembert pour les séries entieres ou pour les séries numériques.
- théoremes de comparaisons pour les séries entieres.

4. Opérations sur les séries entieres.
(a) Somme (R > inf(R,, Ry) avec égalité si R, # Rp).
(b) Produit de Cauchy (R > inf(R,, R;)). Application : e*7* = % x 7.

Somme d’une série entiére de la variable réelle :

1. Convergence normale sur tout [—r,r] C|] — R, R|[, sur tout segment.

2. Continuité sur | — R, R|.

3. Etude de la continuité en R (raisonnements a rédiger) :
(a) Cas ou la série converge absolument en R : convergence normale et donc continuité sur [—R, R].
(b) Cas ou la série est alternée en R : convergence uniforme et donc continuité sur [0, R].

4. Dérivation et < primitivation > terme a terme :
(a) Les séries dérivée et intégrée ont méme rayon de convergence.
(b) Dérivation terme a terme sur | — R, R|.
(c) Intégration terme a terme (ou plutot primitives) sur | — R, R[. Application aux séries géométriques.
(d) Caractere C* sur | — R, R[. Dérivées successives, expression (et donc unicité) des coefficients en

fonctions des dérivées successives.
5. Fonction développable en série entiere sur | — 7, 7| (ou < au voisinage de 0 ).

6. Série de Taylor associée a f qui est C*° au voisinage de 0. Rappels : formules de Taylor.
Application : développement en SE de exp.
1

7. Autres développements : ch(z), sh(z), cos(z), sin(z), Pt g
' l—ux

Jn(14+x),In(1—=x), Arctan(z) et (14z)*

+oo
8. Cohérence entre les deux définitions de exp(z) = exp(z)(cos(y) + isin(y)) = Z -

n=0

H.



Pour ce qui suit, uniquement des questions de cours (énoncés, (D) et (E)).

Préambule :

1.
2.

Ensembles finis, propriétés sur les cardinaux.

Ensembles dénombrables : définitions, exemples. Un sous-ensemble d'un ensemble dénombrable est fini
ou dénombrable. Produit d’ensembles dénombrables.

Somme d’une famille au plus dénombrable d’éléments de [0, 4+o00] :

(a) Définition (borne supérieure des sommes de sous-familles finies), propriétés, sommation par paquet.

(b) Sommabilité : en pratique, lorsque les termes sont positifs, tous les calculs (sommation par paquets,
linéarité, majoration...) sont autorisés, la sommabilité étant garantie par la seule condition que les
sommes soient finies.

Sommabilité d’une famille au plus dénombrable de réels ou complexes : définition, propriétés, invariance
de la somme par permutation, sommation par paquets, théoreme de Fubini, sommation triangulaire (par
diagonale).

5. Rappels sur les dénombrements (listes avec ou sans répétitions, combinaisons avec ou sans répétition).

6. Rappels sur les coefficients binomiaux.

Probabilités :

1. Vocabulaire probabiliste : univers, résultat, événement, événement élémentaire, événements incompatibles.

. Tribu sur un univers €2 : définition, stabilité par unions finies, par intersections finies ou dénombrables,

lois de Morgan.

. Probabilité sur un univers fini : définition, propriétés, événements équiprobable, probabilité uniforme,

distribution de probabilité.

Cas général : espace probabilisé, distribution de probabilité, théoreme de continuité croissante (D3), de
continuité décroissante, sous-additivité finie, sous-additivité, événement négligeable, événement presque
sar.

5. Systeme complet d’événements, systeme quasi-complet d’événements.

6. Probabilité conditionnelle : définition, formule des probabilités composées (avec 2 événements, et avec n

événements), formule des probabilités totales (cas fini et cas dénombrable), formule de Bayes.

Evénements indépendants : définitions, (indépendants = deux-a-deux indépendants). Si A et B sont
des événement indépendants, alors A et B le sont aussi (D1), généralisation a n événements.

Exercices a connaitre :

|Niveau 1 : |

(E1) : Calculer de plusieurs méthodes (au moins 3) le rayon de convergence de Z c
n

n

(E1) : Calculer le rayon de convergence de Z =",

n

(E1) : Soit a € R. Calculer le rayon de convergence de Z n®z".

(E1) : Déterminer le rayon de convergence et la somme de f = Z n’t".

(E1) : Prolonger par continuité en 0 la fonction f : 2 —

In(l+z)—= )
% et montrer que la fonction f obtenue
x

est de classe C* sur son ensemble de définition.



|Niveau 2 : |

(E2) : Démontrer que g anz" et 5 na,z" ont méme rayon de convergence.

(—1)"
(E2) : Démontrer que E =] = In(2).
1 < (n
(E2) : Soit » € N. Démontrer que : Va 6] — 1, 1[, m = E (T)xn—r'

(E2) : Calculer le nombre de combinaisons avec répétitions de p éléments parmi [1,n].

(E2) : Soit (€,.4, P) un espace probabilisé et (A, )nen une suite d’événements de A.

n +o00o
Démontrer que nl_l)gloo P (H Ak> =P (U Ak) )
(E2) : Démontrer que la réunion dénombrable d’événements presque incertains (i.e. de probabilité nulle) est

un événement presque incertain, puis que l'intersection dénombrable d’événements presque certains (i.e.

de probabilité égale a 1) est un événement presque certain.
(E2) : Soit (2, .A, P) un espace probabilisé et (An)nen une famille d’événements (mutuellement) indépendants.

+00 n
Dé = i :
émontrer que P (ﬂ An> H P(A,) avec, par définition, H P(A nl_l)I}_loo P(Ag)
n=0 n=0 k=0
|Niveau 3 : |
(E3) : Soit (an)nen une suite réelle telle que hm a, = a # 0.
n—+
Dét 1 d d n t t S(z " ~
éterminer le rayon de convergence de Z a,z” et montrer que Z anx" T

(E3) : On admet 'unicité de I’écriture décimale propre. Démontrer que |0, 1] n’est pas dénombrable.

Semaine 13 : Probabilités + Variables aléatoires (début).



