PC/PSI Lycée Chatelet A

Exercices de perfectionnement corrigés n°8

Calcul matriciel, déterminants

Solutions

— Solution de ’exercice 1

1. L’application est linéaire (facile) et si P est dans son noyau alors il possede n + 1 racines distinctes donc
il est nul. La fin est a rédiger.

2. Si P(X)= Zaqu € C,[X] et si k € [0,n] alors :
q=0

n n n
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q=0 =0

Or si g — k # 0 alors w?* # 1 (car ¢ — k € [-n,n]) et donc :

@ n+1)(q—k
Z Wlakm — Lo wir e = 0.
m=0 L —wi

Il ne reste donc qu’un terme dans la somme :

ZP(wm)w*km = akaO = (n+ 1)ax.
m=0

3. U~! est la matrice de v~! dans les bases canoniques. Et donc, en utilisant la question 2,

1 —
U.

Ul=
n-+1

— Solution de I’exercice 2
1. Classique. Soit Xq € M,, 1(K) tel que A" 1 X% £ 0 (il existe car A"~ #£ 0).

On montrerait que B = (Xg, AXy, ..., A" 1X}) est libre (prendre une combinaiason linéaire qui fait 0 et
appliquer A successivement), et comme elle est de cardinal n = dim(M,, ;(K)), B est une base de M,, ;(K).
On note P la matrice de passage de la base canonique a B.

Les formules de changement de base donnent alors assez facilement :

PlAP =T,

ou T = (t;;)1<ij<n avec t;;11 = 1 pour i € {1,...,n — 1}, les autres coefficients étant nuls.
2. 11 suffit de démontrer le résultat pour une matrice B qui commute avec 7', les formules de changement de
bases donneront alors le résultat demandé (a faire).




On montrerait que si B commute avec T alors elle est de la forme :

bo o 0 --- 0
by by 0 .
B=| b, b b . :|=bolatbT+bT*+- - +b, T
0
bn—1 by b1 bo

Ce qu’on voulait.

~— Solution de l’exercice 3
1. On note r =rg(A) =rg(B). Puisque A? =0, on a Im(A) CKer(A4) C M, 1(R).

On montre que A et B sont semblables a une méme matrice simple.

Idée 1 : Prendre un base (Y1,...,Y,) de Im(A) qui est contenu dans Ker(A). On complete cette famille
libre en une base de Ker(A) (qui est de dimension n — r).

(Y1,..., Y, Xouq, ..., X)) base de Ker(A).

Enfin, par définition, pour tout j € [1,7] il existe X; tel que Y; = AXj.
On considere alors la famille :

Yi, o Yo Xty oo, X, Xy, X))

Elle est de cardinal n —r +r = n.

On montre assez facilement qu’elle est libre (prendre une combinaison linéaire et multiplier par A). Et donc
c’est une base de M,,1(R).

Par les formules de changement de base, A est semblable & une matrice tres simple avec un bloc I, en haut
a gauche et des 0 partout ailleurs.

Il en va de méme pour B donc A et B sont semblables.

Idée 2 : On prend une base X,,_,41,...,X, d'un supplémentaire de Ker(A) dans M,, 1(R).

On peut montrer (cf preuve du théoreme du rang) que X; = AX,,_,.1,..., X, = AX,, forment une base de
Im(A).

On complete cette base en une base de Ker(A) et on obtient ainsi une base de M,, ;(R).

On retrouve la méme matrice semblable a A que précédemment.

1 1 0 0 01 00
-1 -1 0 © 10100 . . .o
2. Par exemple, A = 0o o0 1 1 et B = 00 1 0 vérifient les hypotheses, mais A° = 0 et
0 0 -1 -1 0000

B? # 0 donc A et B ne sont pas semblables.

— | Solution de l’exercice 4

1. La réponse est non. On retiendra que AB = 0 si et seulement si Im(B) C Ker(A) ou encore si et seulement
si les colonnes de B sont dans la noyau de A.

11 1 1
Prenons A = (1 1) et B = (_1 _1> .

Alors AB = 0 et pourtant BA = ( 22 _22> # 0.

2. On montre par récurrence ’égalité suivante :

p
(A+ByP =) Bta*

k=0




Pour p = 1, ¢’est immédiat. On I’écrit pour p = 2. Puisque AB =0 on a :
2
(A+B)?=A>+ AB+BA+B*= A+ BA+B*=) B*A"™*
k=0

Soit p € N*. Supposons le résultat démontré au rang p. On a alors :

p P p p
+1 _ k —k k -k __ k —k k+1 —k
(A+ By = (A+B)(A+B) = AY BfA"™* 4+ BY BfA™ = 3" AB* A1) BHIAP
k=0 k=0 k=0 =0 si k>1 k=0
p+1 p+1
= Aptl ZBJ'AIH»l*j _ ZBjAprj
j=1 J=0

Ce qu’on voulait.
Enfin, par propriété fondamentale de la trace, si i, 7 € N*, on a tr(B‘A7) = tr(A7B%) = tr(A"*ABB1) = 0.
et par linéarité :

tr((A+ B)?) = itr(BkAp_k) = tr(AP) + tr(BP)

k=0

3. Puisque AB =0 on a Im(B) C Ker(A) et donc :

rg(B) = dim(Im(B)) < dim(Ker(A)) =n —rg(A).
Ainsi, rg(B) +rg(A) < n.

Mais parfois I'inégalité est stricte.

1 11 1 1 1
Sin >3, parexemplen =3. Avec A= |1 1 1|]etB=|[-1 —1 —1],o0naAB = 0 et pourtant :
111 0O 0 0

rg(B) +rg(A) =2<3=n.
Pour n = 2, il suffit aussi de prendre B = 0 et A de rang 1.




