PC/PSI Lycée Chatelet A

Exercices d’entrainement corrigés n° 8

Calcul matriciel, déterminants

Solutions

— Solution de I’exercice 1

Si A est inversible : Soit X vecteur colonne tel que (A + B)X = 0. En utilisant les hypotheses :
B"Y A+B) X =B"'AX +B"X =AB"'X +B"X =0

Donc B"'X = 0 et de proche en proche B"2X = ... = BX =0 donc AX =0. Ainsi X =0 et A+ B est
inversible.
Pour la réciproque, poser A’ = A+ B et B’ = —B et appliquer ce qui précede.

— Solution de I’exercice 2

On peut utiliser la formule du binéme de Newton car AB = BA.
Soit X €Ker(A + B). On veut montrer que X = 0.
On a (A+ B)3X =0 donc

(A* +34°B+3B?A+ B)X = B(3A+3BA+ B*)X =0

et comme B est inversible : (34% + 3BA + B*)X = 0.
On a aussi (A + B)?X = (A? + 2BA + B?)X = 0. En éliminant A%2X entre les deux égalitées, on obtient :

(-3BA —2B*)X = 0.

Et comme B est inversible, 3AX + 2BX = 0.
Enfin (A4 B)X = AX + BX =0 donc AX = BX = 0. Et comme B est inversible, X = 0.
On a donc Ker(A + B) = {0} (matrice carrée) donc ’ A + B est inversible.

— | Solution de l’exercice 3

n—k
1. Soit k € [0,n]. On a Sg(X) = (n_k>(—1)jX’“+j.
=0

n n

On pose i = k + j dans cette somme : Si(X) = Z (n - k) (—1)F X" = Z (n a k) (—1)7* X,

1—k n—1
i=k i=k
La matrice P de la famille (Si)reo,...n} dans la base canonique de R,, [X] est la matrice carrée dont les n + 1
colonnes sont les coordonnée de S, ..., S, dans la base (1, X, ..., X™). Avec la question 1, on obtient :
n
0 0
0
n n—1
_ 0o ... 0
) (o)
P = n n—1 . . .
2 1
: : .0
n n—1 0
—1)" —1)1 cee e
() G o ()




2. La matrice est triangulaire et tous ses coefficients diagonaux sont non nuls donc elle est inversible. Par
conséquent, | (Sk)ke{o,...n} est une base de R, [X].

.....

3. L’inverse de P est la matrice de passage de (1,X,...,X,) a (Sp,...,S,). Et donc pour trouver P~1, on
exprime X% dans la base (Sp, ..., S,).

Pour cela, on remarque que S, (X) = X" et que 1 = (X + (1 — X)).

On écrit la formule du binéme de Newton :

1=(X+(1-X)" = ; (Z) X511 — X)n* no (Z) Si(X).

De méme :
n—1 n—1 n—1 n—1
X =X(X+1-XxX)~! = X Xk1 = X))k = Z SR = o=
k I
=0 k=0
n 1 n 1
_ <" 1))(3(1 - <" 1) X)
=1 M T = N T
Ou plus généralement :
n—p n—p n—p D7
Xp — Xp((X + (1 _ X))n—p — Xp Z ( k )Xk(l o X)n*p*k — ( k )Xk+p<1 o X)nfpfk;
k=0 k=0

o oY IR (ot

Jj=p Jj=p

11 suffit ensuite d’écrire les coordonnées en colonne pour obtenir P~

— | Solution de l’exercice 4

1. Le calcul donne facilement ’ A? =8A — 12I5. ‘

2 1
2. On a donc 84 — A? = 1215 ou encore A ( 3 — —A) (513 — EA> A=1I;.
2 1
Par définition (& connaitre) de matrice inversible : A est inversible et A™! = g[g - —A
3. Le calcul donne det(A — Al3) = (2 — A\)?(6 — \). En effet :
3—A 1 1
det(A—)\]:;) = 2 4— A\ 2 L1<—L1+L2+L3
1 1 3—A
6—-X 6—X 6—AX
4— A 2
1 1 3—A
1 1 1
(6—)\> 24— )\ 2 CQ(—CQ—Cl et Cg(—03—01
1 1 3—A
1 0 0
= 6-XN|2 2-X 0 = (6—X\)(2—)\)?
1 0 2E=P\




Or A — A3 est inversible si et seulement si det(A — AI3) # 0.

Et donc : ’ A — A3 est non inversible si et seulement si A =2 ou A = 6.
4. On pose B = A — 21;.
(a) On a B? = 4B, B® = 4B? = 4°B et par récurrence B" = 4"~ B pour tout n € N*.
(b) A™ = (B + 2I3)" avec B et 2I3 qui commutent. D’apres la formule du binome de Newton :

A* = (B+2L)" = ) (Z)B’fzn—k = 2'I3+ ) (Z)zﬂf—lr—@
k=1

k=0

- 1
= 2"]; 4 2n2 Z (Z) 2B = 2"+ 2" 3((2+1)"—1)B = 2"I3+ Z(6" —2")B
k=1

— Solution de I’exercice 5

X+1
On considere I'application ¢ définie sur R,,[X] par ¢(P)(X) = / P(t)dt.
X
Par linéarité de 'intégrale, on a clairement pour tous (P, Q) € (R,[X])?, (A, n) € R? :
X+1

X+1 X+1

P(t)dt + / QU)dt = Ap(P)(X) + pp(Q)(X).

X

(AP + uQ)(£)dt = A /

X

PP +uQ)(X) = [

X
Donc ¢ est linéaire.

D’autre part, si P(X) = @, X" + a, 1 X" '+ + a1 X + ay € R,[X] alors en intégrant, on trouve

P(P)(X) = —2- (X + 1) = X"+ L (X +1)" = X™) -+ T((X +1)7 = X?) +ao((X +1) - X).

:n—i—l n

Les termes en X" g’éliminent et donc ¢(P)(X) € R,[X].

Finalement | ¢ est un endomorphisme de R,,[X].
On note B = (1,X,...,X") la base canonique de R,[X]. Pour j € {0,...,n}, on a

j 1 1yt L (S0 3+ g _ g
gO(X ) = ?((X-i-l) — X ) = ? Z I X —-—X
J J k=0

_ j%(i(%‘?ﬂ) X4

k=0

S |

S NN -

Ainsi Mp(p) = 0 . Et donc tr(y) =tr(Mp(p)) =n+ 1.

Wl W Wl ww|+—
3 3
+ =4~
—_ —_
3 3
— —
N——— N— N N S




— Solution de I’exercice 6

1. Vérifier que f est un endomorphisme de M, (R).

De plus si tr(A) # —1, prenons M €Ker(f). Alors M+tr(M)A = 0 et en prenant la trace tr(M)(1+tr(A4)) =0
donc tr(M) = 0. En reportant dans M+tr(M)A = 0, on trouve M = 0.

Ainsi f est injective et (a justifier par un argument de dimension) bijective.

2. Montrons que Ker(f) =Vect{A} (par double inclusion).

Si M €Ker(f) alors M = —tr(M)A €Vect{A}.

Si M €Vect{A} alors il existe A € R, tel que M = XA et f(M) = Af(A) =0 car tr(4) = —1.

Par la formule du rang Im(f) est un hyperplan.

Si tr(M) =0 alors M = f(M) €Im(f) donc Im(f) contient le noyau de la forme linéaire trace qui est aussi
un hyperplan.

Ainsi, Im(f) est 'ensemble des matrices de trace nulle (inclusion + méme dimension).

3. On revient au cas général et on distingue deux cas.

e sitr(A) # —1 : alors f est bijective et donc I’équation admet une unique solution (antécédent de b par f).

Plus précisément : si X+tr(X)A = B alors tr(X)(14+tr(A)) =tr(B) et donc tr(X) = Tl A —tl—r(tB()A) e
r
tr(B)
X=—pB__"\Z)
1+ tr(A)

o sitr(A) = —1:Sitr(B) #0 alors B ¢Im(f) et S = 0.
Si tr(B) = 0.

Soit X une solution de I’équation alors :
X = B—tr(M)A € B+Vect{A}.

Réciproquement, puisque tr(A) = —1, on vérifie que si X € B+Vect{A} alors X est solution de I’équation.
S = B+Vect{A} (droite affine).

— | Solution de l’exercice 7

1. Par définition, les colonnes des M sont les vecteurs coordonnées de f(ey), f(e2), f(e3) dans la base B donc :

0 1 -1
M=12 1 1
4 -2 4
-1 1 -1
2.0naM—-I3=| 2 0 1 |.On ales équivalences suivantes.
4 -2 3
-1 1 -1 x 0
u=(z,y,2) € Ker(f —Id) <= 2 0 1 y] =10
4 -2 3 z 0
—zr4+y—2z =0
— 2v4+2z = 0
dr —2y+3z = 0
z = —2z
<~ Yy = r+z = —x

doer +2x —6x = 0

— u=uz(l,-1,-2)

On choisit | €] = (1,—1,—2).




-2 1 -1

3.0na M —2I3=1| 2 —1 1 |.Elle est clairement de rang 1 donc son noyau est de dimension 2. On
4 -2 2

a les équivalences suivantes.

(x,y,2) e Ker(f —2[d) <= 2z —y+2=0 < (z,y,2) =x(1,2,0) + 2(0,1,1).

Donc Ker(f — 2Id) = Vect{(1,2,0),(0,1,1)}. On choisit : | e, = (1,2,0) et €5 = (0,1,1).

4. Le déterminant de (€], €, €) dans la base B est :

1
—1 =140

[\)
SN =
— = O

donc | B' = (€], €}, €}) est une base de E.

5. Par construction, on a f(e}) =€}, f(ey) = 2¢, et f(e}) = 2¢e;. Done :

100
0 0 2
Et par les formules de changement de base, on a :
1 10
D=P'MPavec P=Pgp=| -1 2 1
-2 01

6. Par une récurrence simple, on montrerait que M"™ = (PDP~!)" = pD"P~1.

1 0 0 2 -1 1
Or D est diagonale donc D" = [0 2" 0 |.Lecalculde P! donne P! =| -1 1 -1
0o 0 27 4 -2 3
Et en effectuant le produit PD"P~!, on obtient :
2—2" —14+2 1-2"
VneN, Mr=| —24 27 1 —1+27

—4 4272 2 _ontl 94 39m

— | Solution de I’exercice 8

1. Pour tout (z,y,z) € R3 on a:

=248 =P ] ap 2 -2 1 2 77

flz,y,2) = -3z+2y+2z|=1-3 2 2 y

-7z + 3y + 52 -7 3 5 z
-2 1 2
Etdonc| M =1{-3 2 2
-7 35

2. On obtient (raisonnement a détailler) Ker(f — 3/d) = Vect{(1,1,2)}. On prend :

¢ =(1,1,2).




3. On obtient (raisonnement a détailler) Ker(f — Id) = Vect{(1,1,1)}. On prend :

¢y = (1,1, 1).

4. Le déterminant de (e}, €5, €}) dans la base B est :

11
11 =140
2 1

e~ N W

donc | B' = (€], €}, €}) est une base de E.

5. Le calcul donne f(es) = (4,3,5).

6. On a par construction f(e}) = 3¢ et f(e)) = €.

La question précédente donne f(e}) dans la base B. Il fuat U'exprimer dans la base B, ¢’est-a-dire en fonction
de €], €} et €}. On cherche pour cela, a,b, c € R tels que f(€'3) = ae) + bely, + cel.

Ici, c’est assez facile. On a immédiatement :

f(€h) = (4,3,5) = (1,1,1) + (3,2,4) = ¢} + ¢},

Donc :
300
D=Mp(f)=[0 1 1
0 0 1
Et par les formules de changement de base, on a :
1 1 3
T=P'MPavecP=Pgp=|11 2
2 1 4

7. Par une récurrence simple, on montrerait que M™ = (PTP~!)" = PT"P~'.

30 0
Avec le binome de Newton, ou par une récurrence simple, on montrerait 7" = | 0 1 n | . Le calcul de
0 0 1
-2 1 1
P~! donne P! = 0o 2 -1
1 -1 0

Et en effectuant le produit PD"P~!, on obtient :

-23"+n+3 3-n-1 3"-1
VneN, M'=| -23"4+n+2 3" —n 3" -1
—43"4+n+4 23"—n—-2 23" -1

— | Solution de l’exercice 9

1. On pourrait le démontrer par analyse-synthese en utilisant (chapitre Réduction) que le polynome ca-
ractéristique P(X) = X?(X — 2) annule u.
Ici, comme E = R? et que 'on connait u, on peut chercher explicitement les deux noyaux.
x
e On calcule M2, on obtient que X = [ y | € Ker(M?) si et seulement si 2 +y — 2z = 0, ainsi Ker(M?) est
z

de dimension 2 (donc Ker(u?) aussi).




-1 1 -1

D’autre part, M —2I3= | —1 1 —3 | est de rang au moins 2 car ses deux dernieres colonnes ne sont pas
-2 2 -1

colinéaires, et elle est de rang 2 car C; + Cy = 0.

Par le théoréme du rang, son noyau est de dimension 1 (il est engendré par

S = =
S—

Ainsi Ker(u — 21d) = Vect{(1,1,0)} est de dimension 1.

On a donc | dim(Ker(u?)) + dim(Ker(u — 21d)) = 3 = dim(RR?).
e On montre maintenant que l'intersection est réduite a {0}.
Soit a € Ker(u?) N Ker(u — 2Id).

a € Ker(u — 2Id) = Vect{(1,1,0)} donc il existe A € R tel que a = (A, A, 0).

De plus a € Ker(u?) donc ses coordonnées vérifient I'équation z +y — 2z = 0. On obtient A = 0 et donc a = 0.
Par conséquent | Ker(u?) N Ker(u — 21d) = {0}.

Et par caractérisation :

R3 = Ker(u?) & Ker(u — 21d).

2. La matrice M est de rang au moins 2 car ses deux premieres colonnes sont indépendantes. Ses 2 dernieres
0

colonnes étant colinéaires, elle est de rang 2. Donc sont noyau est de dimension 1. Comme [ 1 | est dans ce
1

noyau, il ’engendre.

Par conséquent, Ker(u) = Vect{(0,1,1)} est de dimension 1.

On a clairement Ker(u) C Ker(u?), mais l'inclusion est stricte par un argument de dimension.

3. Par définition de matrice dans une base, on cherche une B = (ey, ez, e3) telle que :

u(er) =0, u(es) = eg et u(es) = 2es.

1
e Pour e, c’est facile : u(e3) = 2e5 <= e3 € Ker(u — 2/d). On prend donc par exemple : e3 = | 1
0
e On construit e; et e; ensemble (ils sont liés par u(ey) = ;)
On a donc nécessairement u?(ep) = u(ey) = 0.
On choisit donc pour e; un vecteur de Ker(u?) et qui n’est pas dans Ker(u) (il ne doit donc pas vérifier

Y= z).

1
Par exemple e; = | 0
1

On pose e; = u(ez) = —4 eKer(u).

—_— = = O

et donc une base par argument de dimension) de Ker(u?). Et par construction,
= €3.

(e1,e2) est une famille libre
on a bien : u(e;) =0 et u(ey

~—

e Il reste a vérifier que c’est une base, par exemple en calculant le déterminant de (e, es, e3) dans la base

canonique.
0

—4
—4

= —8#0.

—_ O =
o~




4. 11 suffit de déterminer les matrices des endomorphismes cherchés dans la base (eq, e, €3).

a b c
Soit g € L(R3). Onnote N = | d e [ | la matrice de g.
g h 1

On a les équivalences suivantes.

€E=a

uog:gou<:>MN:NM<:>{ <~ N =

o O 2
o o
<. O O

— Solution de I’exercice 10

1. On a Ker(u) CKer(u?)) (toujours vrai) et comme u® = 0, on a aussi Im(u) CKer(u?)).

On montre que Im(u) =Ker(u?)), en prouvant qu’ils ont méme dimension.

On a déja dim(Im(u)) < dim(Ker(u?)) < 2 car u? # 0.

De plus on a supposé que Ker(u) est de dimension 1 donc par le théoréme du rang dim(Im(u)) =3 -1 = 2,
et finalement :

dim(Im(u)) = dim(Ker(u?)) = 2 et avec I'inclusion, on obtient bien Im(u) =Ker(u?)), et donc

Ker(u) CKer(u?)) =Im(u).

2. On cherche une base B = (e, ez, €3) telle que u(e;) =0, u(ey) = ey et u(ez) = es.
On a donc nécessairement u?(e3) = u(es) = e, # 0.

Or u? n’est pas nul, donc il existe es tel que u?(e3) # 0.

Ce e3 étant trouvé, on pose alors e; = u(es) et e; = u?(e3) = u(ey) # 0.

On a bien :

u(e;) = u(e3) = 0 car u =0
u(ez) = €3

u(es) = eq

Il reste a montrer qu’on a bien construit une base. Soient ay, as, az des réels tels que :
_ 2 _
aje; + ageg + aszes = aju (63) i a2u<63) + azes = 0.

En appliquant u? (linéaire) a cette égalité, il reste : azu®(e3) = 0 et comme u?(e3) # 0, az = 0.

Il reste aju?(e3) + asu(ez) = 0. En appliquant u, on obtient ay = 0. Puis a; = 0.

La famille B = (ey, e, €3) est donc libre. Comme elle est de cardinal 3 = dim(F), c’est bien une base de E
010

dans laquelle la matrice deuw est | 0 0 1
0 00

Remarque : ce raisonnement est valable pour tout endomorphisme nilpotent dont I'indice de nilpotence

est égal a la dimension de F. On n’a pas besoin de la question 1....

— Solution de l’exercice 11

1. puisque u? = 0, on a Im(u) CKer(u).

De plus rg(u) = 2, donc par la formule du rang dim(Ker(u)) = 2 = dim(Im(u)).
Et finalement | Im(u) =Ker(u).
2. Soit {e1, ez} une base de Im(u) et es, e4 tels que u(es) = e; et u(ey) = es.
Vérifier que B = (ey, 9, €3, €4) est une base puis qu’elle convient (fait en classe)




— Solution de I’exercice 12

Soient ay,...,a, € C. On pose m;; = 1+ a;a; et on considere la matrice M = [mi7j]i7je{1 ,,,,, n} -
1 aq

OnnoteU=| ! | et A= : |. SiCj est la j-ieme colonne de M, on a facilement
1 an,

Vie{l,...,n}, C;=U++a;A € Vect{U, A}.

Or Vect{U, A} est de dimension 1 ou 2 ainsi, si n > 3, la famille {C1, ..., C,} est liée et donc| det(M) = 0.
e Sin =1 alors det(M) =1+ a?.

. 1+a? 1+ aay
e Sin =2 alors det(M) = 14+ a1(1L2 1+ a? Czeafcl

14+ CL% aq
1+ a1ago a9

2

(az — a1) = (ag — a1)*.

— Solution de I’exercice 13

1

1
On note B = (Ey, ..., E,) la base canonique de M,,;1(R) et U =

Alors A = detg(a1 By + 2U, . .., a,E, + zU).
On développe en utilisant la n-linéarité. Si la colonne zU apparait deux fois, le déterminant est nul (caractere
alterné). Il reste les termes suivants :

A = Zdetg (CLlEl, 500 7aj—lEj—17 xzU ,CLJ’+1E]’+1, coog alEl) + detB((I,lEh 00 o ,anEn)
j=1

n n n
= x E Haj + Hai
j=1 \ i=1 i=1

i#]

— Solution de ’exercice 14

1. On suppose d’abord que a et b sont distincts.

M+x a+t+z a+x
b+z M4+z at+z - R ¢ 2 o
b+xz b4+x MN+2x at+zx - a+zx
Pour tout z € R, on pose D(x) = : : : : : :
3 3 . a+x
b+x b+=x b4+ ANtz
Pour j = 2,...,n on effectue C; +— C; — C}. Dans ces colonnes, les x disparaissent. On développe alors

suivant la premiere colonne. On obtient bien que

D est une fonction polynome de degré < 1. ‘

Il existe donc des constantes réelles A et p (dépendant de a,b, Ay, ..., \,) telles que

Ve eR, D(x)=Ax+ p.




Pour simplifier la rédaction, on pose P(X) = (X — A\;) X -+ x (X = \,).
Or, lorsque z = —b, le déterminant est triangulaire et donc D(—b) = (A —b) x -+ x (A, = b) = (=1)"P(b).
De méme, lorsque * = —a, on trouve D(—a) = (A —a) x -+ X (A, —a) = (—=1)"P(a).

Pour connaitre D(z), il suffit de déterminer A, u et donc de résoudre le systéme suivant.

{ —Xa+ pu = D(—a) = (=1)"P(a)
_Xb+ = D(=b) = (—1)"P(b)

Puisque (b — a) # 0, ce systeme est de Cramer, et donc il admet une solution (A, 1) unique donnée par :

,bP(a) —aP(b)

et pu=(-1) —

Et donc | Vz € R, D(z) = <b__1): ((P(a) = P(b))z + bP(a) — aP(b)) .

En particulier, si z = 0, on retrouve le déterminant de A et donc

bP(a) — aP(b)

Si a # b alors det(A) = (—1)" P

2. Sia=b=0on a clairement det(A) = A\; X -+ X A,.
Supposons maintenant que a et b sont égaux et non nuls. On considere 'application f qui a t € R associe
le déterminant de la matrice A précédente avec b =t et le reste inchangé. D’apres la question précédente, si
tP(a) —aP(t

t # a alors f(t) = (—1)”% et on cherche f(a).

—a
Le déterminant étant n—linéaire, 'application f est continue sur R et donc f(a) = 1im f(t).

—a

Orsit#aett+#0 alors
(=) ¢P(t) — aP(a)
t) = .
f( ) at t—a
Le second facteur est un tt%u;( d’acjgroissement.
Si g(t) = tP(t) alors 1im tP(t) — aPla) =g¢'(a) = aP'(a) + P(a).
—a

ni10P(a) + P(a)

t—a
Et finalement f(a) = lim f(¢) = (—1)

t—a a

et donc

v 0P (@) + Pla)

Sia=b+#0 alors det(A4) = (1) o

Remarque : L’expresion de det(A) en fonctions les parametres a, bAq, ..., A, est possible, mais elle est assez
lourde.

| Solution de I’exercice 15

On pourra utiliser les mémes opération que dans le calcul d’'un déterminant de Vandermonde.
L5 — L5 — Z'2L4, pUiS L4 — L4 — $2L3, leiS L3 — L3 — .Z'QLQ, leiS L2 — L2 — LIZ‘2L1.

On obtient :
1 0 0 O

1
T1 — Ty 1 0O 1 0
A= $1($1 - IL'Q) 2%’1 — X9 0 T2 2
22(xy — T2) 11(3w1 — 239) O 4z,
0

2
x3(xy — T3) x2(411 — 372) x5 613




En développant suivant la 3éme colonne, puis en sortant le facteur x; — x5 de la premiere colonne, on obtient :

1 1 1 0
it 21‘1 — X2 ) 2
2 x1(3w — 219) T 4wy
3 224wy — 3zp) 5 623

A = ([L’l —562)

On effectue alors 'opération Cy «— Cy — C1, et on sort un nouveau facteur (z; — x2) sur la 2éme colonne.

1 0 1 0
1 1 T 2
z2 2z T2 4To

2 .3 2
zy 3z x5 65

On reprend les opérations du calcul d'un déterminant de Vandermonde.

L,+— L, — Z‘QLg, pUiS L3 — L3 = .Z’QLQ, pUiS Lo +— Loy — x9L,4.

1 0 1 0
. . 2 Tr1 — T2 1 0 2
A = (21— 72) x1(21 — X9) 211 — T 0 2z

22(xy — T3) 11(3m1 — 235) 0 223

En développant suivant la 3éme colonne, puis en sortant le facteur x; — x5 de la premiere colonne, on obtient :

1 1 2 1 1 1
A=(z;—22)° | 7y 211 — To 275 | =2(z1 — 22)° | 71 211 — To Ty
22 11(3x; — 235) 273 22 11(3x; — 239) 73

On effectue les opérations Cy +— Cy — C; et C3 «— C3 — C4. On peut sortir 2 facteurs (z1 — x2).

La conclusion est immédiate.

1 0 0 10 0 L
A =2(z1—x9)* | 71 X1 — T2 Ty — a1 | =2x1—m)° | @ 1 -1 = 2(z1-2,)° 2y —Z1 —
2 1(2x; — 235) 23 — 22 2 2T, —T1 — T ! !

€2

— Solution de I’exercice 16

Faire deux développements successifs par rapport a une ligne/colonne pour obtenir une relation de récurrence
linéaire d’orde 2.

Les conditions initiales (éventuellement en utilisant un Dy judicieux) permettent de déterminer les constantes
dans 'expression de D,,.

Par un développement suivant la premiere ligne, puis la premiere colonne (ou l'inverse), on trouve :

Vn € N*, Dn+2 - 4Dn+1 + 4Dn = 0

En posant Dy = 1, cette relation devient aussi vraie pour n = 0, et puisque D; =4, on a D,, = (n + 1)2".

Solution de I’exercice 17

Puisque B est de rang 1 elle est semblable & une matrice B’ dont toute les colonnes sauf la premiere sont
nulles.

Soit P € GL,(K) telle que B'= P~'BP. On pose A’ = P~'AP.

On note C' la premiere colonne de B’, les autres sont nulles.




On note C4, ..., C, les colonnes de A’ et B la base canonique de M,, ;(R).
Par définition du déterminant, et par n-linéarité, on a :

det(A’ + B') = detg(Cy + C,Cy, ..., C,) = detg(Cy, Co, ..., Cy) + dgt(C, Cs, ...

-~

det(A' — B') = dets(Cy — C, Cs, ..., Cy) = dets(Ch, Cn, ..., Cr) — det(C, Co.. ..

~~

=

Et donc det(A’ + B') det(A’ — B') = det(A")? — a? < det(A')>.
En remplagant A’ et B’ en fonction de A et B, on btient le résultat demandé.




