PC/PSI Lycée Chatelet A

Exercices d’entrainement corrigés n°3

Suites numériques, comportement local

Exercice 1 (%)

Déterminer les développements limiés suivants.

fi(z) = e« alordre 4 en 0 fa(z) =1n (Sm(m)> alordre4 en0
X
i Arct

fo(a) = H<_h<<>)> ATordre 3 en 0 fulw) = /2 pordre 4 en 0

Pour f; : utiliser les propriétés de I’exponentielle pour se ramener en 0.

Exercice 2 (3)

Déterminer les limites suivantes.

. cos(z) 1 . n?*+3nln(n®+2) . In(n+In(n))
lim - = 1 lim ————
=0 \ sh(z) =z n—+oo In(n — 1)n2 + 2 n—-+o0 In(n)
1/x2? In(n)
. T : 1 :
Jim (m) i (1 g %) Jim(#in(e+ 1)~ rinz — 1)

Limite 1 : par exemple, réduire au méme dénominateur et utiliser les developpements limités du
numérateur et du dénominateur.

Limite 2 : trouver un équivalent du numérateur et un du dénominateur.

Limite 3 : factoriser par le plus gros terme dans le In.

Limites 4 et 5 : attention, passer a l’écriture exponentielle et utiliser les développements limités.
Limite 6 : factoriser par le plus gros terme dans les In et utiliser les développements limités, ou bien
utiliser les propriétés algébrique de In.

Exercice 3 (%)
Déterminer u,, en fonction de n dans chacun des cas suivants.

1L.ug=1u; =—-1et Vn € N, w10 = 2upi1 — uy.
2. up=1,uy =0et Vn € N, upi0 = Upsi1 + 2uy,.
3. up=0,u; =1et Vn € N, upio = 2upy1 — 2Uy,.

Classique. A maitriser.



Exercice 4 ()

On considere une suite (u,),en définie par son premier terme ug € R et par la relation de récurrence suivante.
Vn € N, Upr1 = 2uy, + 1.

1. Déterminer u,, en fonction de n.
2. Etudier la nature de la suite (u,)nen-

Classique. A maitriser.

Exercice 5 (Suite récurrente - #s¥)
On considere la suite (uy,)nen définie par ug € R et Vn € N, Ups1 = Up + U2,

1. Déterminer les points fixes de la fonction f : z — 2 + 22
2. Etudier la monotonie de la suite (uy,)pen-

3. Montrer que si ug €]0, +00] (resp. uy €] — oo, —1[) alors lhil Up, = +00.
n—-+0o0

4. Montrer que si ug € [—1,0] alors lim wu, = 0.

n—-+00

Question 2 : étudier le signe de w41 — u, = f(uy) — wy.
Question 3 : montrer (avec un argument précis de continuité) que la seule limite possible est 0. Utiliser
le théoreme de la limite monotone.

Exercice 6 (Suite définie implicitement - )

1. Soit n € N. Démontrer que 'équation zeV?® = v/n admet une unique solution dans [0, 4o0c[. On note z,
cette solution.

2. Démontrer que lim =z, = +oo et déterminer un équivalent simple de x,, au voisinage de +o0.
n——+0o00

Question 1 : appliquer rigoureusement (hypotheses!) le théoreme de la bijection.
Question 2 : Pour la limite utiliser les propriétés de la bijection réciproque de f (tableau de variations).
Pour I’équivalent, utiliser les croissances comparées pour négliger des termes.



Solutions

Solution de ’exercice 1

22)?  (22)*
o fi(z) = (29 — exp (1 — % + % + wgo(le))
2x)? 2z)4 u(x)?
= e X exp —% + % xgo(:v4) = e|l+ux)+ (2) & $go(u(x)2)
~ - —_———
=u(z) :Igo(x‘l)

= ¢ (1 o (—2902 + g:c“) + 1(4334) + o (334))

2 x—0

sin(x 2 gt u(z)?
o fo(r) = ln( x( )) =In|1 _§+§ xgo(x4) = u(x) — (2) +x30(u(x)2)
~ —_——
=u(x) = o (z%)

3 z—0

fm  stin@) 172 o (o)
[ ] €T = —
’ 1 4 sh(z) l+z+%+ o (29)
: z—0

B 1, 5 7 3\ ? 3\ ° 5

= (1—§x +m30($)) (1—(m+§>+<x+§ —(z+ g + o (%)

= 1—1x2+ o (x%) 1—m—|—x2—zx3—i— o (z°) :1—x+1x2—gm3+ o (z°)

2 x—0 6 x—0 2
1/2
Arctan(z) TZE A

o fu(z) = — = 1 —§+€—I—xgo(x )

_ 2
= 14 o T (x) —l—xgo(u(x) )
:zgo($4)
1 2 z* 12t 1
= 1 — _— _ 4 - - 4 — 1 _ 2 4
+2( 3t 5 T.%0° >> 59 T.%) 6" T360" T



Solution de ’exercice 2
cos(zr) 1  wcos(z)— sh(z)

* Ona sh(z) «© xsh(x)
W(z) — 1 z? 9 3 3 ) 213 3Y of -
zrcos(x) —sh(z)=x (1— ?+zgo(x ) ) — x—l—g—l—xgo(x ) ) = —T—i-xgo(x ) et :
cos(z) 1 _ wcos(x) —sh(z) —21°/3 22
sh(z) =« xsh(z) =0 22 3 am0
lim (2250 _ 1Y g
=0 \ sh(z) «
e Ona:
n?+3nn(n®+2)  n?+3nln(n®(1+42/n?))
In(n —1)n2+2 In(n — 1)n? 42
_ n*+9nln(n) 4+ 3nin(1 +2/n?) n? B 1
B In(n — 1)n? + 2 notoo In(n —1)n2 ~ In(n — 1)
2 3
Donc :| lim - SR ) =0
n—+oo In(n — 1)n2 + 2
. On In(n + In(n)) _ In(n(1+In(n)/n)) _ In(n) + In(1 4 In(n)/n) g In(1 + In(n)/n) 1
In(n) In(n) In(n) In(n) n—+o00
Donc :| lim M =3
n—-+00 ln(n)
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e Ona: (ﬁ@))lw B <sina§x)>1/x2 -

1 g5 9 1 57 9 1 1

2
1 . 1/x
Et puisque la fonction exponentielle est continue en 5’ on obtient : | lim < > =¢l/6

+=0 \ sin(z)
e Ona (1 + %)ln(n) = exp (ln(n) In (1 + %)) .

1 1
Or In(n)In <1 + —) ~ n(n) — 0 (croissances comparées), et puisque la fonction exponentielle est

\/ﬁ n—-+oo \/ﬁ n—-+oo

continue en 0, on obtient :
1 In(n)
lim <1+—) =e=1

n——+oo \/ﬁ

1 2 —1 2 2
e Onazln(z+1)—zln(z—1) =xIn (x+1) =zln <L> =zln (1—1— ) ~ Lo, 9

T — r—1 r—1/) z94+0 £ — 129+

lim (ac In(x +1) —zIn(z — 1)) =2

T—+400




Solution de ’exercice 3

L. ug=1Lu =—-1letVn eN, u,io =2uUp11 — Uy.

Il s’agit d’une suite récurrente linéaire d’ordre 2. Son équation caractéristique associée est
r2—2r+1=(r—1)>%=0.

Par conséquent, il existe des constantes A, B réelles telles que Vn € N, wu, = (An+ B)1" = An + B.
Or,up=1=Betu =—-1=A+ B donc A= —-2et B=1 et finalement ‘ VneN, u, =—2n+1.

2. up=1,uy =0et Vn € N, upio0 = Upt1 + 2uy,.

Il s’agit d’une suite récurrente linéaire d’ordre 2. Son équation caractéristique associée est
r2P—r—2=(r—-2)(r+1)=0.

Par conséquent, il existe des constantes A, B réelles telles que Vn € N,  w, = A.2" + B.(—1)".
1 2
Or,up=1=A+ Bet u1:O:2A—BdoncA:§ etB:§etﬁnalement

1
VneN, u, = 52” + =(=1)™

3. ug=0,uy =1let Vn € N, upio =21 — 2u,.
Il s’agit d’une suite récurrente linéaire d’ordre 2. Son équation caractéristique associée est
r?2—2r+2=(r—(1+4))(r—(1-1)=0.

Puisque (14 1) = V2ei™/4 il existe des constantes A, B réelles telles que
VneN, u,= <\/§)n (Acos (%) + Bsin (%)) )
V2

Or, u0:0:Aetu1:1:\/§(A+B)7:A—i-BdoncA:Oethletﬁnalement

Vn € N, u, = 2"2sin <n%> .

Solution de ’exercice 4

1. On détermine d’abord les suites constantes ¢ solution. Si u,, = ¢, on a
Upi1 =2u,+1 <= (=2+1 <+— [(=-1.

Soit maintenant une suite (u,)n,en quelconque.
Pour tout n € N, on pose v,, = u, — ¢ = u, + 1. Puisque ¢ = 20 + 1 et u,+; = 2u, + 1, en soustrayant
membre a membre, on otient : on a

Ung1 = 2Un

On reconnait une suite géométrique.
Ainsi Vn € N, u, + 1 = v, = 192" = (up + 1)2" et donc :

VneN, wu,=2"(u+1)—1




2. On sait que lim 2" = +oo donc :
n—+00

e Si ug > —1 alors lim wu, = 4o0,

n—+o0o
e Siuyg < —1alors lim wu, = —o0,
n——+00
e Si ug = —1 alors (uy)nen est la suite constante égale a —1.

Solution de ’exercice 5

1. La fonction f est définie sur R. Soit ¢ € R, on a les équivalences suivantes.

¢ est un point fixe de f <= f({)=/(
= (+0P=V

— (=0

2. Pour tout n € N, on a w1 — u, = qu > (0 donc | la suite (uy,),en est croissante.

( Par conséquent, soit elle est magjorée et elle converge (vers un point fize de f car f est continue), soit
elle diverge vers +0c.)

3. Si ug €]0,+00[ : Si la suite (u,),en convergeait, comme f est continue sur R, ce serait vers un point fixe
de f, c’est-a-dire vers 0.
Et comme la suite (u,),en est croissante, on a Vn € N, w, > uo.
En passant a la limite quand n — 400, on obtient : 0 > uy > 0 contradiction !
Donc (uy,)nen ne peut converger. Et puisqu’elle est croissante, par le théoreme de la limite monotone :

lim wu, = +o0.
n—-+o0o

4. Siug €] — 00, —1]) alors u; = up(up + 1) > 0 et on est ramené au cas précédent.
5. Si ug € [—1,0] alors on montre par récurrence que pour tout n € N, u,, € [—1,0].

e Pour n = 0, le résultat est vrai par hypothese sur wy.

e Soit n € N, supposons que u,, € [—1,0] alors u, + 1 € [0,1] et donc :

Upt1 = Up(up, + 1) € [—1,0].

Par le principe de récurrence, on a démontré : | Vn € N, w, € [—1,0].

Ainsi la suite (u,,)nen est croissante (question 2), majorée (par 0) et donc elle converge vers un point fixe
de f car f est continue.

lim u, =¢=0.
n—-+0o0o

Solution de ’exercice 6

1. Pour # > 0, on pose f(x) = xev®. La fonction f ainsi définie est continue et strictement croissante sur
[0, +00]. Elle réalise donc une bijection de [0, +oo[ sur son image [0, +o0o[. Ainsi, tout élément de [0, +o0o[
possede un et un seul antécédent par f dans [0, +oo[. En particulier :

Yn e N*, 3z e[0,+o00], f(z)=2ze""=+n (On note x = x,)



2. Raisonnement analogue a ’exercice résolu précédent.
On note g : [0,4+o00[—> [0, +o0] la bijection réciproque de f. La fonction g est alors aussi strictement

croissante et 1ir+n g(y) = +00. Or v/n = f(x,) donc z,, = g(v/n). Ainsi| lim z, = lim g¢g(n) = +oo.
y—r+o00

n—-+o0o n—-+o0o

] 1
Equivalent : On a z,ev® = \/n et donc In(z,) + /7, = n(n)

On sait que lim z, = 400. Et comme In(u) + v/u ~ /u, on obtient :

n—-+oo U—>+00
In(z,) + vz, ~ /T,
n——+oo

sy e ey 7 nn ’ ’
Par transitivité, L ~ +/x,. En élevant au carré : | z,, ~
2 n—+oo n—+oo 4




